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Die günftige Aufnahme, welche die beiden vor mehr als zwei Jahren 
erſchienenen Hefte arithmetiſchen und algebraiſchen Inhalts meiner „Elemente 
der Mathematik“ bei competenten Beurtheilern gefunden haben, ſe wie 
directe Aufforderungen haben mich veranlaßt, jetzt zwei Hefte folgen zu 
laſſen, welche zunächſt die Grundlagen der geſammten Geometrie und in 
ihrem weiteren Verlauf denjenigen Theil der Planimetrie darſtellen, welcher 
für die höheren Lehranſtalten Intereſſe beſitzt. Es fehlt von den gewöhn⸗ 
lichen Schulpenſen mithin noch die Stereometrie; ich hoffe aber, dieſe 
Lücke in kurzer Zeit auszufüllen. 

Schon in dem Vorwort zu den erſten Heften habe ich auseinander⸗ 
geſetzt, weshalb ich auch auf der unterſten Stufe des mathematiſchen 
Unterrichts ſolche Lehrbücher für verderblich halte, welche in der Anord⸗ 
nung und Behandlung des Stoffs die wiſſenſchaftliche Strenge der Rück⸗ 
ſicht opfern, daß alle abgedruckten Einzelheiten der muthmaßlichen Alters⸗ 
ſtufe der Schüler angepaßt ſeien. Nach meiner Anſicht nehmlich kommt 
es weniger darauf an, die Kenntnis möglichſt vieler mathematiſcher That⸗ 
ſachen zu verbreiten — einer bloßen Berufskenntnis, welche die Mehrzahl 
der in ihrem Fach hervorragendſten Menſchen ſehr wohl entbehren kann — 
als darauf, das Vermögen ſchärfſter Folgerichtigkeit im Denken durch die 
Übung an mathematiſchen Objecten heranzubilden. Dies läßt ſich jedoch 
nur erzielen durch die Vorführung eines conſequenten Syſtems und, falls 
das letztere Lücken haben ſollte, durch die unumwundenſte Aufdeckung dieſer 
Lücken nach beſtem Wiſſen. — Ob man aus pädagogiſchen Rückſichten 
beim erſten Unterricht einzelne Bindeglieder des Syſtems nur kurz berühren 
wird, um ihre Exiſtenz anzuzeigen, ihre Discuſſion aber einer ſpäteren 
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Stufe vorzubehalten z. B. die Beweiſe der $$. 33, 73 — 76), das betrifftt 
eine ganz andere Frage; wenn man nur nicht unterläßt, dieſe Abſichtt 
gebührend hervorzuheben. Es iſt ja auch nicht allein die Ausbildung des; 
Intellects, welche dem mathematischen Unterricht ſeine erziehliche Bedeutung; 
ſichert, ſondern eben jo wohl die Gewöhnung an diejenige Gewiſſenhaftig⸗ 
keit, welche davor zurückſchreckt, eine ernſthafte Begründung durch einige 
Phraſen zu erſetzen, oder die Aufmerkſamkeit durch das Verſchweigen kriti⸗ 
ſcher Punkte irrezuführen, nachdem man ſich durch den Schein von Zu⸗ 
verläſſigkeit Vertrauen erworben hat. 

Die hier charakteriſirten erziehlichen Wirkungen des mathematiſchem 
Unterrichts, welche im Intereſſe einer wahren Cultur gar nicht genug, 
betont werden können, find indeſſen mehr oder minder beeinträchtigt worden, 
ſeitdem man bemerkt hat, daß die Euklidiſchen Axiome keinen ausreichendem 
Unterbau der geometriſchen Wiſſenſchaft bilden, und deshalb aufhörem 
mußte, ſie für einen ſolchen auszugeben. Da die Zeit dieſer Erkenntnis 
außerdem in diejenige der großartigen neueren Entdeckungen auf theilweiſe 
unbetretenen Gebieten hineinfiel, welche noch täglich anreizende Ausbeute 
liefern, ſo iſt es nicht zu verwundern, daß die Ordnung der alten An⸗ 
gelegenheiten nur gelegentliche Aufmerkſamkeit fand und deſto ſchneller 
wieder fallen gelaſſen wurde, je ſchwieriger die Aufgabe zu ſein ſchien. 

Die Literatur der bisher angeſtrengten Bemühungen, um unſerer 
Wiſſenſchaft die Berechtigung zu ihrem ſprüchwörtlich gewordenen Ruf un⸗ 
geſchmälert wiederherzuſtellen, iſt ziemlich vollſtändig aufgeführt in Baltzers 
Elementen der Mathematik, weshalb ich mir Notizen über ſie wohl erſparen 
kann. Dagegen glaube ich, die Anmerkung machen zu müſſen, daß ein 
befriedigendes Reſultat, eben weil die Fundamente mangelhaft waren, 
nicht ohne Anderung an dieſen zu erreichen ſein dürfte. 

Meinen Verſuch, auf die ſo eben angedeutete Weiſe zum Ziele zu 
gelangen, übergebe ich hiermit in der Form eines Lehrbuchs der Offent⸗ 
lichkeit, nachdem ich zu Ende vorigen Jahres die Grundzüge in dem 
„Archiv für Mathematik“ beleuchtet und auch Zuſtimmung ſolcher Art ge⸗ 
funden habe, daß ich einen weſentlichen Einſpruch nicht zu befürchten brauche. 

Die Abweichungen von dem hergebrachten Wege erſcheinen, zumal 
da die eine von ihnen ſogleich anfangs in den Überſchriften der Capitel 
hervortritt, auf den erſten Anblick großer, als ſie ſich bei näherer Be⸗ 
trachtung herausſtellen werden. 
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Dieſe augenfälligſte Neuerung bezieht ſich auf die Einführung der 
Ebene, welcher ich zu ihrem bisher ſchon halb und halb anerkannten Recht 
verholfen habe, demonſtrirt zu werden. Man wird finden, daß die vor⸗ 
bereitenden Sätze auch ſonſt in den Elementen bewieſen ſind, ſo wie daß 
deren Beweis höchſtens mit einer Ausnahme in F. 31) nicht umſtändlicher 
geworden iſt; und vielleicht wird man für das Aufgeben des gewohnten Ver⸗ 
fahrens ſehr gerne den Gewinn eintauſchen, daß man die Anſchauung des 
Schülers bei der Betrachtung der allereinfachſten Gebilde nicht ſofort in die 
Ebene hineinzuzwängen braucht, aus der es der Erfahrung gemäß ſehr 
ſchwer iſt ſie wieder zu befreien. — Benutzt man, ſo lange von der Ebene 
noch nicht die Rede iſt, bei der Demonſtration Stäbe, anſtatt der Striche 
auf der Tafel (durch welche die Figuren ſich freilich bequemer darſtellen 
laſſen), ſo gewöhnt ſich die Anſchauung an die Beziehungen zum ganzen 
Raum und der Schüler wird zugleich vor dem leider allzuweit verbreiteten 
Irrthum bewahrt, als ſei das begrifflich einfacher, was man einem 
Andern unter den obwaltenden Bedingungen der phyſiſchen Natur mit dem 
geringſten Aufwand äußerlich vorbereiteter Mittel zeigen kann. Ich würde 
hinzufügen „mit dem geringſten Aufwand an Geldmitteln“, wenn der Preis 
weniger Stäbe und Klemmſchrauben für irgend eine Unterrichtsanſtalt in 
Betracht käme. 

Um aber mit den erwähnten einfachen Mitteln das Pſeudoaxiom 
über die Ebene zu eliminiren, habe ich das Secirmeſſer an den Winkel⸗ 
begriff ſetzen und die Entwickelungsſtufen bloßlegen müſſen, welche er im 
Verlaufe der geſteigerten Anforderungen der geometriſchen Betrachtungen 
durchmacht. Schon die vielen vergeblichen Verſuche, den Winkel von vorn 
herein ſtichhaltig für alle Zwecke zu definiren, dürften darauf hinweiſen, 
daß man ſich ihm gegenüber nicht kühl genug zu verhalten gewohnt iſt. — 
Ich kenne indeſſen auch jetzt ſchon viele urtheilsfähige Männer, welche mir 
in Betreff dieſer Angelegenheit zuſtimmen und das wohlverſtandene Inter⸗ 
eſſe der Schüler gewahrt ſehen, wenn dieſen ein Einblick in die Werkſtatt 
des Geiſtes gewährt wird, wie er ſich in den Wiſſenſchaften die zuſammen⸗ 
geſetzten Begriffe nach Zweckmäßigkeitsrückſichten bilde. 

Hinſichtlich der Entſchiedenheit, mit welcher ich die Bewegung ſogleich 
anfangs in die geometriſchen Betrachtungen einführe, brauche ich mich wohl 
kaum zu vertheidigen, da Niemand mehr ſo harmlos iſt, irgend einen 
Satz ohne dieſe Vorſtellung beweiſen zu wollen. Ob aber die Axiome, 
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welche ich über ſie aufgeſtellt habe, das, worauf es ankommt, ſchon in 
der angemeſſenſten Weiſe ausſprechen, darüber wird erſt dann die Ent⸗ 
ſcheidung getroffen werden können, nachdem die Erwägung dieſer Frage 
in weiteren Kreiſen ventilirt ſein wird, als es bis jetzt möglich war. 

Zu einer ähnlichen Arbeit lade ich ein über den Größenbegriff. Man 
wird ſehen, daß er hier in §. 17 ein wenig anders und, wie ich hoffe, 
ſchärfer definirt iſt, als in dem Lehrbuch der Arithmetik, wo die Bedingung, 
daß na durch Vergrößerung von 1 größer als jede beliebige mit à gleich⸗ 
artige Größe gemacht werden könne, nicht klar hervortritt. Das zwölfte, 
dreizehnte und vierzehnte Axiom bitte ich in beſondere Obacht zu nehmen; 
man kann das letzte von ihnen vielleicht etwas handlicher machen. — 
Daß der Größenbegriff für ſich, und ſein Auftreten in der Geometrie 
eine eingehende Beachtung erheiſche, wird, ſeitdem man eine „Geometrie 
der Lage“ als eine beſondere Wiſſenſchaft anſtrebt, nur noch von Wenigen 
geleugnet; und es läßt ſich nicht entſcheiden, wie viele von dieſen in der 
That wiſſenſchaftliche Intereſſen zu vertreten meinen, wenn ſie ſich der 
Abgrenzung ſo „einfacher“ Begriffe entgegenſtellen. Denn es giebt — um 
nur die gutmüthigſte Art von Gegnern zu bezeichnen — Leute, denen 
Neuerungen allein deshalb verhaßt ſind, weil ſie die Störung des Beſitzes 
unbequem empfinden. 

Schließlich drängt es mich, hier denjenigen Herren meinen Dank 
auszuſprechen, welche ſich für mein Unternehmen lebhaft intereſſirt und 
mich durch den Beitritt zu meiner Auffaſſung in der Überzeugung geſtärkt 
haben, daß ich im Weſentlichen nicht fehlgegangen bin, namentlich den 
Herren DDr. Auguſt, Schumann und Netto, von denen der Letztere 
mich auch bei der Correctur unterſtützt, zur Aufſtellung des Axioms VI 
veranlaßt hat und außerdem der Urheber eines Theils des beigebrachten 
Beweiſes für die Exiſtenz des autitropen Ahnlichkeitspunktes iſt. 


Berlin, im Juni 1874. 


Der Verfaſſer. 
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Capitel J. 
Allgemeine Eigenſchaften der Figuren. 
A. Die Raumgebilde als Örter. 


81 
Axiom) I. 

Dinge?) in unbeſchränkter Mannichfaltigkeit erfüllen (decken, nehmen 
ein) völlig beſtimmte und in der Vorſtellung vollſtändig erfaßbare Theile 
des Raums.) Die Raumtheile können ſowohl für ſich allein, als in 
Beziehung zum übrigen Raum, als auch in Beziehung zu dem aus⸗ 
füllenden Dinge aufgefaßt werden, und zwar ohne durch dieſen Wechſel 
der Geſichtspunkte eine Veränderung zu erfahren. 


Qefinition.) 
Jeder völlig beſtimmte und vollſtändig in der Vorſtel— 
lung erfaßbare Raumtheil heißt ein Körper. 


32 
Axiom II. 


Jeder Raumtheil iſt unbeſchränkt theilbar. 
Jeder Raumtheil wird durch ein vollſtändig beſtimmtes Raum⸗ 
gebilde gegen den übrigen Raum abgegrenzt. 


1) dstoha, Urtheil. — Axiom oder auch Grundſatz heißt ein ſolches Urtheil, von 
deſſen Gültigkeit man ſich nur durch Prüfung ſeiner Vorſtellungen überzeugen kann. 

2) D. i.: Gegenſtände der Vorſtellung. 

3) Der Raum iſt die Abſtraction von den beobachteten einzelnen Körpern auf einen 
Körper, welcher die durch die Sinne gegebenen Körper ſämmtlich als Theile entbält. 

4) definitio, Beſtimmung. — Eine Definition ſpricht eine Beſtimmung aus, 
welche durch Übereinkommen — nicht nach Nothwendigkeit — und zwar meiſtens der 
kürzeren Verſtändigung wegen getroffen wird. 

1 * 
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Nefinition. 
Jede Grenze zwiſchen einem Raumtheil und dem übrigen 
Raum heißt eine Fläche. 


$. 3. 
Axiom III. 
Jede Fläche iſt unbeſchränkt theilbar. 
Jeder Flächentheil wird durch ein vollſtändig beſtimmtes Raum⸗ 
gebilde gegen den übrigen Theil der Fläche abgegrenzt. 


Definition. 
Jede Grenze zwiſchen einem Flächentheil und dem übri— 
gen Theil der Fläche heißt eine Linie.!) 


$. 4. 
Axiom IV. 
See Linie iſt unbeſchränkt theilbar. 
Je zwei benachbarte Linientheile werden durch ein vollſtändig be⸗ 
ſtimmtes Raumgebilde gegen einander abgegrenzt. 


Definition. 
Jede Grenze zwiſchen zwei benachbarten Linientheilen 
heißt ein Punkt. 


$. 5. 
Axiom V. 
Kein Punkt iſt in ſolcher Weiſe theilbar, daß die Theile ſich 
unter einander und vom Ganzen unterſcheiden. 


F. 6. 
Axiom VI. 
Außer den Raumtheilen, Flächen, Linien und Punkten giebt es 
keine räumlichen Gebilde. 


1) Was man beim Zeichnen eine Linie und einen Punkt nennt, das find in 
mathematiſchem Sinne Körper, welche ſich vom Zeichenſtift abgelöſt und an das 
Papier geheftet haben (Striche und Klexe). Man verwendet ſie jedoch mit Nutzen, 
um die Vorſtellung durch die Anſchauung zu unterſtützen. 
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I. Jede der Betrachtung unterworfene Zuſammenſtel⸗ 
lung von Raumtheilen, Flächen, Linien, Punkten heißt 
eine Figur.) 

II. Unter dem Ort einer Figur verſteht man deren Be- 
ziehung zum ganzen Raum. 

III. Um Figuren als Theile einer Figur zu bezeichnen, 
ſagt man, ſie ſeien neben einander; an einander gelegen heißen 
Figuren, welche einen Punkt gemein haben. 

IV. Theilbare Figuren heißen ausgedehnt. 

V. Behält man ſich vor, die Ausdehnung durch das 
Hinzufügen neuer Theile beliebig wachſen zu laſſen, ſo 
nennt man die Figuren unbegrenzt. 

VI. Diejenige Wiſſenſchaft, welche die Unterſuchung 
der räumlichen Eigenſchaften der Figuren zum Gegenſtande 
hat, heißt Geometrie.? 


3 
AScholie.) 

Die ſechs voranſtehenden Axiome verfolgen vornehmlich den Zweck, 
die vier Gattungen der eigenartigen geometriſchen Gebilde, nehmlich 
Körper, Fläche, Linie und Punkt, fo zu charakteriſiren, daß ihre Be⸗ 
ziehungen zu einander und zum Raum angezeigt ſind. 

Jene Gebilde find ſämmtlich im Raume enthalten, jedoch mit Aus⸗ 
nahme der Körper keine Theile deſſelben: die Punkte ſind nicht Theile 
von Linien, die Linien nicht Theile von Flächen, die Flächen nicht 
Theile von Körpern, ſondern eben Grenzen zwiſchen den Theilen. Mit⸗ 
hin läßt ſich durch die Summation) von Punkten keine Linie, von Linien 
keine Fläche, von Flächen kein Körper erzeugen, durch die Summation 
von Körpern aber ein beliebig ausgedehnter Raumtheil. 

Eine weſentliche Förderung erlangt unſere Erkenntnis der Raum⸗ 


1) figura, Geſtalt. 

2) Von 7, Erde, und perpsty, meſſen. — Das älteſte uns ziemlich vollſtändig 
erhaltene Lehrbuch der Geometrie hat den um 300 v. Chr. zu Alexandria geborenen 
Euklides zum Verfaſſer. 

3) Scholte (syöRrov) heißt in der Mathematik ein Abſchnitt, welcher zur Förderung 
der Ueberſicht oder des Verſtändniſſes eingeſchaltet iſt, ohne ein nothwendiges Glied 
der Entwickelung zu bilden. 

4) Herſtellung eines Ganzen aus ſeinen Theilen. 
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gebilde weiter dadurch, daß wir dieſelben nach Axiom I nicht nur als 
Orter des Raums, ſondern auch als den im Raum enthaltenen Dingen 
anhaftend auffaſſen und, worüber die nächſten Axiome handeln, mit dieſen 
bewegen (d. i. ihren Ort ändern laſſen) dürfen. 


§. 8. 
Axiom VII. 

Man kann jede Figur mit dem Dinge, welchem fie an— 
haftet) ſtarr bewegen: keine Bewegung verurſacht an ſich eine Ver⸗ 
änderung ihrer Eigenſchaften; ) und zwar werden bei der Bewegung 
in ununterbrochenem Zuſammenhang (eſtetig“) dazwiſchen liegende 
Orter durchlaufen. 


Aefinition, 

Figuren, welche durch ſtarre Bewegung zur Deckung 
eines einzigen Orts gebracht werden können, heißen con⸗ 
gruent.?) — In Formeln ſchreibt man für dieſes Wort das 
Zeichen =. 

Zu ſätze. “ 

I. Der Ort im Raume iſt keine Eigenſchaft einer Figur. 

II. Jede Figur tft ſich ſelbſt congruent; d. h. fie kann 
mit ihrem urſprünglichen Ort wieder zur Deckung gebracht 
werden, nachdem ſie aus ihm verſchoben iſt. 

III. Figuren, welche irgend einer Figur congruent ſind, 
ſind unter ſich congruent. 

IV. Was von einer Figur gilt, gilt auch von jeder con- 
gruenten Figur: mit alleiniger Ausnahme der Ortsbeſtim⸗ 
mungen. 

V. Jeder bewegte Punkt beſchreibt eine Linie, jede nicht 
in ſich ſelbſt gleitende Linie eine Fläche, jede nicht in ſich 
ſelbſt gleitende Fläche einen Raumtheil. — (Ax. VI u. VII.) 

Acholie. 

In Betreff des Zuſ. V iſt die Bemerkung wichtig, daß man ſich 
nicht jede Linie als durch Bewegung eines Punktes und nicht jede Fläche 

1) Beziehungen ihrer Beſtandtheile zu einander. 

2) Von congruere, übereinſtimmen. 


3) Ein „Zuſatz“ enthält eine Erkenntnis, welche aus dem Vorhergehenden durch 
augenfällige Schlüſſe gewonnen wird. 
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als durch Bewegung einer Linie (auch wenn man die letztere fortwährend 
verbiegt) beſchrieben vorſtellen kann. In den Elementen der Geometrie 
werden ſolche Linien und Flächen allerdings nicht behandelt. 


9: 
Axiom VIII. 

Jede Figur läßt ſich ſtarr ſo bewegen, daß ein beliebig ausge⸗ 
wählter Punkt derſelben mit einem vorherbeſtimmten Raumpunkt, und 
ein zweiter beliebig ausgewählter Figurenpunkt mit einem nicht mehr 
willkürlichen Punkt einer vorherbeſtimmten, von jenem Raumpunkt 
ausgehenden und den Raum durchſetzenden Linie deſſelben zur Deckung 
gelangt. 


Zuſaß. 


Sämmtliche Punkte ſind congruent. 


$. 10. 
Arfinitionen. 
I. Eine Linie, welche durch jeden ihrer Punkte in zwei 
völlig getrennte Theile getheilt wird, heißt ungefchloffen. ) 
II. Eine Linie, in welcher jeder Punkt nur zwei Theile 
von einander trennt, heißt umverzweigt. ') 


8. dk 
Axiom IX. 

Hält man zwei beliebige Punkte einer Figur im Raume feſt, ſo 
läßt ſich dieſelbe noch ſtarr bewegen; es bleibt aber eine durch jene 
Punkte hindurchgehende, von den Eigenſchaften der Figur unabhängige, 
ungeſchloſſene und unverzweigte Linie in Ruhe. 


Zefinitionen. 
J. Diejenige Bewegung, bei welcher ein Punkt ſeinen 
Ort nicht ändert, heißt Drehung. 
II. Diejenige Linie, welche bei der Drehung einer Figur 
um zwei feſte Punkte in Ruhe bleibt, die Drehungsare, 
heißt eine grade Linie oder ſchlechthin eine Grade. 


1) Z. B. werden die Zifern 1, 3, 7 mit einem ungeſchloſſenen und unverzweigten 
Strich geſchrieben, 0 mit einem geſchloſſenen, 4 mit einem verzweigten, 8 mit einem 
geſchloſſenen und zugleich verzweigten Strich. 
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III. Jeder zwiſchen zwei beſtimmten Punkten liegende 
Theil einer Graden heißt eine Strecke. 

IV. Jeder Theil einer Graden, welcher nur einen be- 
ſtimmten Endpunkt hat, heißt ein Strahl, eine Halbgrade oder 
Richtung; das letztere namentlich, wenn man ſich vorſtellt, 
daß die Ausdehnung der Graden am andern Ende zunimmt. 

V. Die beiden Richtungen, in welche eine Grade durch 
einen Punkt getheilt wird, heißen entgegengeſetzt. 

VI. Haben zwei grade Linien einen Punkt gemein, in 
welchem fie nicht endigen, fo ſagt man: ſie ſchneiden ſich in 
dieſem Punkt. 


Zu ſätz e. 

I. Durch je zwei Punkte giebt es eine Grade. 

II. Durch je zwei Punkte giebt es nur eine Grade. — 
M. a. W.: Je zwei Grade, welche zwei Punkte gemein 
haben, decken ſich vollſtändig (in der Ausdehnung, in wel— 
cher beide vorhanden find). 

— Denn denkt man die beiden Figuren, durch deren Drehung die 
Graden einzeln beſtimmt ſind, zu einer Figur vereinigt und dreht die 
letztere, ſo entſteht nach Ax. IX ſowohl die eine Grade, als auch die 
andere, und beide Graden bilden eine einzige Grade, da die Eigen⸗ 
ſchaften der Figur keinen Einfluß auf die Geſtalt der entſtehenden Graden 
haben. Mithin müſſen die beiden zuerſt gedachten Graden ſich decken, 
da ſie ſonſt eine geſchloſſene oder verzweigte Linie bilden würden, was 
nach Ax. IX ebenfalls nicht geſchieht. 

III. Man kann jede Grade ſo hinlegen, daß ſie mit 
einer feſten Graden einen vorherbeſtimmten Punkt und eine 
vorherbeſtimmte Richtung gemein erhält. 

— Ax. VIII und Zuſ. II. 

IV. Jede Grade iſt unbegrenzt (kann nach beiden Seiten 
hin beliebig verlängert werden). 

— Zuſ. I u. II nebſt §. 6 Def. V. 


6. 12. 
Noſtulaty 1. 
Durch zwei beliebig gegebene Punkte eine Grade zu ziehen ſich 
vorzuftellen). 
1) Ein Poſtulat (von postulare, fordern) enthält eine Aufgabe, von welcher 
angenommen wird, daß ſie Jeder ausführen kann. Die ſpäter geſtellten Aufgaben 
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8. 195 
Axiom X. Geſetz der Einläufigkeit. ) 


Dreht man eine ſtarre Figur um eine feſte unbegrenzte Grade 
in der Weiſe, daß ein Figurenpunkt eine wachſende Linie beſchreibt, 
ſo kann man die Drehung ſo weit fortſetzen, daß dieſer Punkt wieder 
in ſeine Anfangslage gelangt, nachdem die Drehungsaxe der Figur 
von derjenigen Strecke, welche ihn mit einem (außerhalb der 
Drehungsaxe liegenden) feſten Raumpunkt verbindet, ein einziges 
Mal,?) von einer Verlängerung jener Strecke aber höchſtens einmal 
geſchnitten iſt. 

Hält man in einer ſtarren Figur drei Punkte feſt, welche nicht 
in einer Graden liegen, ſo iſt ſie unbeweglich. 


Ju ſaßg. 
Zwei Grade haben entweder keinen?) Punkt, oder einen 
Punkt, oder alle Punkte gemein. 


$. 14. 
Mefinitionen. 


I. Jede aus graden Theilen be⸗ 
ſtehende Linie heißt gebrochen. 


II. Jede Linie, welche keine gra⸗ 
den Theile beſitzt, heißt krumm. 


werden als gelöſt angeſehen, ſobald ſie auf Poſtulate zurückgeführt ſind. — Die ge⸗ 
bräuchlichſten Mittel, um die Vorſtellung von Linien durch äußerliche Anſchauung zu 
unterſtützen, beſtehen in der Auſſtellung von Stäben, Ausſpannung von Fäden und 
Zeichnung von Strichen auf geeigneten Flächen. Vergl. die Anm. zu 9. 3 u. 4. 

1) Hierfür iſt auch der Ausdruck „Monodromie“ (uevos, einzig, und öpopnos, Lauf) 
gebräuchlich. 

2) D. i. bei einer einzigen Lage der Figur. 

3) Daß es grade Linien giebt, welche keinen Punkt gemein haben, wird erſt durch 
das Axiom X ausgeſprochen; die übrigen Theile des Zuſatzes find ſchon früber begründet. 
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III. Jede aus zwei graden 
Theilen beſtehende Linie 
heißt ein Winkel; die beiden 
graden Theile heißen die 
Schenkel, und deren gemein⸗ 
ſamer Endpunkt der Scheitel 
des Winkels. 

IV. Jede geſchloſſene, dreimal gebrochene (aus drei 
graden Theilen beſtehende) Linie heißt ein Dreieck; die drei graden 

Theile heißen die Seiten, 

deren gemeinſame End- 

punkte die Ecken und die 

von zwei Seiten gebil- 

deten Winkel die Winkel 

des Dreiecks oder die Drei— 
eckswinkel. — Unter den Stücken eines Dreiecks verſteht man 
die Seiten und die Winkel deſſelben. 

V. Zwei Winkel, welche, abgeſehen von der Länge ihrer 
Schenkel, congruent ſind, heißen gleich. 

VI. Kann ein Winkel in eine ſolche Lage gebracht wer- 
den, daß er mit einemzweiten 
den Scheitel und den einen Schen⸗ 
kel gemein erhält, während der 
andere ſich mit einer Strecke 
ſchneidet, welche zwei Punkte der 
Schenkel des zweiten Winkels 

verbindet, ſo heißt der erſte Winkel kleiner als der zweite. 


In ſätze. 
I. Jeder Winkel iſt durch feinen Scheitel und je einen 
zweiten Punkt der beiden Schenkel völlig beſtimmt. 


II. Jedes Dreieck iſt durch ſeine drei Ecken völlig be— 
ſtimmt. 


8 
Axiom XI. 


Es giebt kein Dreieck, in welchem jeder Winkel kleiner wäre, als 
ein beliebig klein gegebener Winkel. 
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Acholie. 

Die Grundeigenſchaften der Figuren, inſofern man ſie bloß als 
Orter auffaßt, ſind durch die bisher aufgezählten elf Axiome erſchöpft. 
(Unfer 11. Axiom vertritt das gleichnumerirte Euklidiſche, vor welchem es 
u. A. die größere Evidenz und auch den Vorzug voraus hat, daß man 
keiner langen Entwickelungen zu ſeinem Verſtändnis bedarf.) 


8516. 
Bezeichnung geometriſcher Gebilde. 

Die einzelnen Punkte bezeichnet man in der Geometrie mit ein⸗ 
zelnen großen lateiniſchen Buchſtaben: A, B, C. . ..., denen man, 
wenn man Beziehungen der Punkte auf einander auffällig machen will, 
ſowohl rechts oben Accente anhängen kann (z. B.: A’ — geſprochen: 
„A Strich“), als auch rechts unten Nummern (3. B.: A1 — geſprochen: 
„A Eins“). 

Jede grade Linie wird bezeichnet durch Nennung zweier Punkte, 
durch welche ſie hindurchgeht. Man 
fagt z. B.: „die Grade AB" als 4 A 
Abkürzung für: „die Grade, in welcher 
die Punkte A und B liegen.“ (Nach §. 11, Z. II iſt die Grade hierdurch 
unzweideutig beſtimmt.) Hiervon iſt 
begriffe ünterightenen : „die Stunde u IT, 3 
AB“, als derjenige Theil der unbe: 
grenzten Graden AB, welcher zwiſchen den Punkten A und B liegt 
($. 11, D. III.); fo wie: „die Rich⸗ 
tung AB”, als diejenige Richtung 
der unbegrenzten Graden AB, von 
welcher A der einzige beſtimmte Endpunkt iſt ($. 11, D. IV). Außer⸗ 
dem benennt man Strecken auch mit kleinen lateiniſchen Buchſtaben. 

Winkel benennt man durch Zuſammenſetzung der Namen von drei 
Punkten, welche zur Beſtimmung der Schenkel hinreichen; und zwar nennt 
man den Scheitel in der Mitte, 
voran und hinterher je einen zweiten 
Punkt der einzelnen Schenkel, ſchreibt 
ferner meiſtens die Nachbildung eines 
Winkels davor. Z. B. heißt /BAC 8 
ſo viel wie: „derjenige Winkel, deſſen A 2 
Scheitel in 4 liegt und deſſen ein⸗ 
zelne Schenkel außerdem durch die Punkte B und Ogehen.“ (Vergl. §. 14, Z. I.) 


4 B 
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Ferner bezeichnet man Winkel auch durch einzelne kleine Buchſtaben des 
griechiſchen Alphabets: a, 8, J. ... oder endlich, wenn dadurch kein 
Irrthum hervorgerufen werden kann, durch den Namen des Scheitelpunkts 
allein mit vorgeſetztem Winkelzeichen, z. B.: 4. 

7 Den Namen eines Dreiecks ſetzt 
man aus den Namen ſeiner Ecken zuſammen 
und ſchreibt meiſtens die Nachbildung eines 
Dreiecks davor. Z. B. heißt J A430 ſo 
viel wie: „dasjenige Dreieck, deſſen Ecken 
A 4 in den Punkten A, 5B und C liegen.“ 

(Vergl. §. 14, Z. II.) 


B. Die Raumgebilde als Größen. 


. 
Definitionen. 

I. Damit ein Ganzes eine Größe genannt werde, muß 
es den folgenden Bedingungen genügen: 

1) muß es unbefhränft theilbar fein; 

2) muß es ein Merkmal, das „Quantum“, ) beſitzen, wel⸗ 
ches durch keine Abänderung der Folge der Theile ge— 
ändert wird und eine ſolche Eintheilung zuläßt, daß 
es auch dann noch ungeändert bleibt, wenn man einen 
beliebigen Theil an Stelle eines andern wiederholt; 

3) muß ſein Quantum als Theil des Quantums eines 
Ganzen erſcheinen, welches durch eine beſtimmte („enb- 
liche“) Anzahl von Wiederholungen eines beliebigen 
Theils des erſteren entſteht. 

II. Größen, welche man ohne Anderung des Quantums 
für einander ſetzen darf, heißen gleich groß oder ſchlechthin 
gleich. 2) 

III. Eine Größe, welche einem Theile einer zweiten 
gleich ift, heißt kleiner) als dieſe; die letztere aber größer?) 
als jene. 


1) quantum, wie viel. 

2) Die Benennungen, gleich“, „größer“, „kleiner“ bedeuten nach dem Obigen bei Größen 
etwas Anderes als bei Winkeln ($. 14), da die Winkel kein Quantum beſitzen. Später 
(F. 39) wird den letzteren indeſſen auf künſtliche Weiſe ein Quantum geſchaffen 
werden, ſo daß ſich dann jene Benennungen rechtfertigen laſſen. 
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IV. Zwei Größen heißen gleichartig oder von gleicher Qua⸗ 
lität,) wenn fie je einen gleichen Theil beſitzen. 
V. Diejenige Eigenſchaft, durch welche ſich gleiche in- 
congruente Raumgrößen unterſcheiden, heißt ihre Geſtalt. 
Zu ſätze. 
IJ. Der Punkt und der Raum find keine Größen. 
— Denn beide genügen nicht der Bedingung I. 3. 
II. Körper, Flächenſtücke und Linienſtücke haben, falls 
ſie überhaupt Größen ſind, verſchiedene Qualitäten. 
— Denn keines von dieſen Gebilden iſt gleich einem Theil der 
andern. Vergl. §. 7.) 
III. Alle congruenten Raumgrößen ſind gleich. — (Vergl. 
Axiom VII.) 
IV. Je zwei Raumgrößen, welche irgendwelche con— 
gruenten Theile haben, ſind gleichartig. 


$. 18. 
Axiom XII. 

Jedes endlich beſtimmte Raumgebilde von ſolcher Beſchaffenheit, 
daß einer ſeiner Theile in ſtetiger Deckung mit einem andern ver⸗ 
ſchoben werden kann, iſt eine Größe. 

Ju ſätze. 
I. Alle Körper find gleichartige Größen. 
II. Alle Strecken ſind gleichartige Größen. 
III. Congruente Strecken ſind gleich. 
IV. Gleiche Strecken ſind congruent nach jeder von 
ihren beiden Richtungen. 

— Denn gelangten ſie, in welcher Richtung man auch die eine 
auf die andere legen mag, nicht zur vollen Deckung, ſo würde die eine 
nur einem Theil der andern congruent und deshalb nach §. 17, Z. III 
und D. III kleiner als die zweite ſein, was der Vorausſetzung widerſpricht. 

V. Jede Strecke iſt mit ſich ſelbſt nach umgekehrter Rich 
tung congruent und gleich. 

Definitionen. 

I. Das Quantum eines Körpers heißt Volumen. 

II. Das Quantum einer Strecke heißt Länge. 

1) qualitas, Beſchaffenheit. 


2) volumen, eigentlich: die Schriftrolle, der Band. — Vergl. die Anm. zu 9. 1 
der Arithmetik. 
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Acholie. 

Das Axiom XII erſchöpft nicht alle Fälle, in welchen wir den 
Raumgebilden die Größeneigenſchaft zuerkennen (z. B. bei Ellipſenbögen), 
und reicht auch in den Elementen der Geometrie nicht überall aus, um 
die Gleichartigkeit verſchieden geſtalteter Raumgrößen feſtzuſtellen, wo wir 
unſerer Anſchauung gemäß eine ſolche zugeſtehen (z. B. Strecke und Kreis⸗ 
bogen). In dieſen Fällen nimmt man eine oder mehrere veränderliche 
Figuren zu Hülfe und bedient ſich der noch folgenden Axiome. 


$. 19. 
Zefinitionen. 

I. Die zwiſchen zwei Punkten liegende Strecke heißt 
die Entfernung oder der Abſtand beider Punkte von einander. 

II. Eine unveränderliche Figur heißt die Grenzgeſtalt 
einer veränderlichen, wenn die Veränderung der letzteren 
ſo vor ſich geht, daß die Entfernung eines jeden Punktes 
der einen Figur von einem Punkte der andern Figur un- 
endlich klein, d. h. kleiner als eine beliebig gegebene un- 
veränderliche Strecke wird. 


Axiom XIII. 

Ein Raumgebilde iſt einer Raumgröße gleichartig, wenn beide 
als Grenzgeſtalten gleicher veränderlicher) Raumgrößen aufgefaßt 
werden konnen. 

Axiom XIV. 

Das Quantum einer jeden Raumgröße iſt der Grenzwerth des 
Quantuns einer ſich ihr als der Grenzgeſtalt nähernden gleichartigen 
Raumgröße, wenn die letztere zum Zweck der Annäherung an jene 
durch keine andere erſetzt werden kann, welche einen kleineren Grenz⸗ 
werth liefert. 


Acholie. 

Zur Erläuterung dieſer beiden letzten Axiome mag folgende Bemer⸗ 
kung nützlich ſein. Jede krumme Linie, welche eine Länge hat, läßt ſich 
als Grenzgeſtalt einer gebrochenen Linie auffaſſen, deren Ecken ſämmtlich 
in der fraglichen krummen Linie liegen; und der Grenzwerth der Summe 
der einzelnen graden Theile, welcher ſich durch keinen kleineren Grenzwerth 
erſetzen läßt, iſt die Länge der krummen Linie. Größere Grenzwerthe 
laſſen ſich aber in unbeſchränkter Anzahl beibringen, da die krumme Linie 
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auch dann noch die Grenzgeſtalt bleibt, wenn man u. A. jeden Theil 
der gedachten gebrochenen Linie durch die Summe der beiden andern 
Seiten darübergeſtellter ähnlicher Dreiecke erſetzt: es hängt dann einzig 
und allein von der (beliebig wählbaren) Geſtalt der ähnlichen Dreiecke ab, 
um wie viel größer der Grenzwerth ausfallen ſoll. 

Bei den Flächen greift eine ähnliche Erwägung Platz. 


J 
Lemmatal aus der Arithmetik. 

Da die Arithmetik diejenige Wiſſenſchaft iſt, welche die Eigenſchaften 
aller Größen ohne Unterſchied ihrer Qualität erforſcht, fo gelten ihre 
Lehren im Beſondern für alle Raumgrößen und dürfen in der Geometrie 
als bekannt vorausgeſetzt werden. Anfänglich reicht man mit einer ge⸗ 
ringen Anzahl von ihnen aus. Eine hervorragende Rolle ſpielen folgende: 

I. Iſt eine Größe mehreren gleich, jo ſind dieſe unter 
ſich gleich. 

IE SI eee Größe (grager } als eine zweite, und biefe 


(kleiner 


einer dritten gleich, ſo iſt die erſte größer hats die dritte. 


Hl. ft eine Größe | Feiner 


\ größer f als eine zweite, und dieſe 

0 : M Tee 4 

Ri als eine dritte, fo iſt die erfte größer als die 
be 


IV. Gleiches mit Gleichem ſummirt giebt Gleiches 
(wie man auch die Folge der Theile ändern mag). 

V. Gleiches mit Ungleichem ſummirt giebt Ungleiches 
in demſelben Sinne. 

VI. Summirt man Ungleiches mit Ungleichem, ſo geben 
die kleineren Theile das kleinere Ganze. 

VII. Gleiches von Gleichem ſubtrahirt giebt Gleiches. 
VIII. Gleiches von Ungleichem ſubtrahirt giebt Un— 
gleiches in demſelben Sinne. 

IX. Ungleiches von Gleichem ſubtrahirt giebt Un— 
gleiches im entgegengeſetzten Sinne. 


1) Ein Lemma (uh, von auge, entnebmen) ſpricht eine aus einer andern 
Disciplin entnommene Erkenntnis aus. 
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X. Subtrahirt man Ungleiches von Ungleichem, ſo er- 
hält man dort das Kleinere, wo das Größere vom Kleineren 
ſubtrahirt iſt. 

XI. Gleiches mit Gleichem multiplicirt giebt Gleiches. 

XII. Producte ſind ungleich in demſelben Sinne, wie 
ihre entſprechenden Factoren. 

XIII. Gleiches durch Gleiches dividirt giebt Gleiches. 

XIV. Ungleiches durch Gleiches dividirt giebt Un— 
gleiches in demſelben Sinne. 

XV. Gleiches durch Ungleiches dividirt giebt Un— 
gleiches im entgegengeſetzten Sinne. 


C. Die Fundamentalcongruenzen. 


4 
Definition. 

Jeder Winkel, deſſen Schenkel die beiden entgegen— 
geſetzten Richtungen einer Graden ſind, heißt ein geſtreckter 
Winkel oder ſchlechthin ein Geſtreckter. 

Als Zeichen für einen geſtreckten Winkel wird in For— 
meln ein etwas deformirtes G, nehmlich C, benutzt werden. 


Lehrſaßz.) 
Alle geſtreckten Winkel ſind gleich und bleiben es auch 
nach Verwechſelung ihrer Schenkel. 


1) Ein „Lehrſatz“ enthält ein Urtheil, deſſen Richtigkeit aus andern, ſchon als 
richtig erkannten Urtheilen durch bloße Zergliederung und Zuſammenſetzung der Be⸗ 
griffe (logiſche Schlußfolgerung) abgeleitet werden kann. 

Jeder Lehrſatz beſteht aus zwei Theilen: 1) der „Vorausſetzung“, welche die 
nothwendigen und ausreichenden Merkmale des Dinges angiebt, von welchem die Rede 
iſt, und 2) der „Behauptung“, welche das fragliche Urtheil über jenes Ding aus⸗ 
ſpricht. — Der größeren Deutlichkeit wegen, fo wie zum Zwecke der Übung des 
Schülers, ſcharf logiſch zu unterſcheiden, pflegt man die Vorausſetzung und die Be⸗ 
hauptung des Lehrſatzes, von einander geſondert, hinter dieſem noch einmal auszu⸗ 
ſprechen und auf eine, nur als Beiſpiel anzuſehende, beſondere Figur zu beziehen. Auf 
die Behauptung folgt der „Beweis“, d. i. die Vorführung der Schlußfolgerungen, 
durch welche die Geltung des Lehrſatzes abgeleitet wird. Der Beweis heißt ein 
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Vrſ. Es find zwei geſtreckte 


A 
Winkel ABC und A’ B C gegeben. B E 
Beh. Es iſt L AB C == 
, AB C', d. h.: man kann den 4 . 5 


, AB C fo hinlegen, daß ſich 
B' mit B, eine beliebige unter den beiden Richtungen 5˙ C' und BA’ 
mit der Richtung BC und zugleich die andere mit der Richtung BA deckt. 
Bew. Nach $. 11, Z. III kann man die Figur 4 5 C fo hin⸗ 
legen, daß B’ in B und eine beliebige unter den beiden Richtungen B’C’ 
und B' A' in die Richtung BC fällt. Dann decken ſich aber nach §. 11, 
Z. II beide Figuren ganz, weil ſie nach der obigen Def. einzeln grade 
Linien ſind. 


9. 22. 


Lehr ſatz.) 

Jeder beliebige ſtarre Winkel läßt ſich ſo hinlegen, daß 
jeder von ſeinen Schenkeln den urſprünglichen Ort des 
andern deckt. 

Vrſ. Es iſt ein beliebiger 54 C gegeben. 

Beh. Man kann den 540 ſo hinlegen, daß AB an den ur⸗ 
ſprünglichen Ort von 4 C, und zugleich 4 0 an den urſprünglichen Ort 
von AB fällt. 

Bew. Iſt /BAC ein geſtreckter, jo gilt der Satz nach §. 21. 
Iſt er aber kein geſtreckter, ſo gelingt der Bew. auf folgende Weiſe: 

Man verlege auf den Schenkeln die beiden durch B und C bezeich⸗ 
neten Punkte an ſolche Stellen, daß AB = 4 C wird, ziehe die Strecke 
BC und durch einen verſchiebbaren Punkt D der letzteren die Grade AD. 

Ferner drehe man den Winkel DAB um den Strahl AD als feſte 
Axe, bis der Punkt B und ſomit der Strahl AjB wieder in die Anfangs⸗ 


„directer“ (directus, grade, ohne Umſchweif), wenn man zeigt, wie das zu erhärtende 
Urtheil aus den bereits als richtig erkannten zuſammengeſetzt iſt; ein „indirecter“ 
heißt er dann, wenn man nachweiſt, daß die Behauptung einerſeits einen von ſämmt⸗ 
lichen ohne nähere Unterſuchung denkbaren Fälle ausſpricht und andrerſeits unter dieſen 
den einzigen Fall angiebt, welcher keinen Widerſpruch in ſich ſelbſt enthält. 

1) Dieſer Satz, welcher für die meiſten ſpäter folgenden Sätze von entſcheidender 
Wichtigkeit iſt, wurde bisher weder bewieſen, noch ausdrücklich als Axiem aufgeftellt, 


was dann doch hätte geſchehen müffen. — Von Anfängern wird man den Beweis 
ſeiner relativ größeren Schwierigkeit wegen nur ausnahmsweiſe verlangen. — Sätze 
ähnlicher Art werden im Folgenden mit einem Stern verſehen werden. 

Worpitzky, Elemente der Mathematik. 2 
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lage gelangt Ar. X u. §. 11, 
4 Z. II). Dabei beſchreibt der Strahl 
AB eine Fläche ($. 8, Z. V); und 
tiefe theilt den Raum in zwei vollig 
B 7 gegen einander abgegrenzte Fächer!) 
2 welche ſich dadurch unterſcheiden, 
daß das eine Fach den Strahl AD 
enthält, während das andere Fach 
keinen Punkt deſſelben beſitzt. 


Da nun dasjenige Fach, welches den Strahl AD enthält, beim Ver⸗ 
ſchieben des Punktes D nach B hin in den Strahl AB zuſammenſchrumpft 
und deshalb, fo lange die Strecke BD hinreichend klein iſt, den Strahl 40 
ausſchließt, während derſelbe Strahl 4 0 beim Verſchieben des Punktes 
nach CO hin mit der Drehungsaxe AD zuſammenfällt, jo muß es eine 
Lage 4 E der Drehungsaxe geben, bei welcher 4 0 in die Begrenzungs⸗ 
fläche des fraglichen Raumfachs fällt. 

Dreht man nun die ganze Figur um AZ, fo gelangt AB hierbei 
u. A. einmal in die urſprüngliche Lage von 4 C, mithin zugleich der Punkt 
B an den urſprünglichen Ort von C. weil AB= 4 C ift ($. 18, Z. IV). 
Dann deckt ſich die Strecke E B mit dem urſprünglichen Ort von E 
(F. 11, Z. II), fo daß EB = EC hervorgeht ($. 18, Z. III) und nicht 
nur ZC in die urſprüngliche Richtung von ZB fällt ($. 11, 3. II), 
ſondern auch der Punkt C an den urſprünglichen Ort von B gelangt 
($. 18, Z. IV). Nachdem man ſich hiervon überzeugt hat, erkennt man, 
daß nun auch AC den urſprünglichen Ort von AB einnimmt ($. 11, 
Z. II), ſo daß hinſichtlich unſerer Behauptung nichts mehr zu beweiſen 
übrig bleibt. 


Zu ſatz. 


Sind zwei Winkel bei einer Beziehung ihrer Schenkel— 
paare auf einander gleich, ſo ſind ſie es auch bei der um⸗ 
gekehrten. 


1) Im Grunde ſtellt man ſich hierbei den Raum als einen beliebig begrenzten 
Körper vor, welcher durch die fragliche Fläche in zwei Tbeile getheilt wird, bei welchem 
wir aber den Uebergang aus einem Theil in den andern durch die äußere beliebig 
gewäblte Begrenzung hindurch nicht geſtatten. Es kömmt alſo nur darauf an, ob 
die innere Abgrenzung der beiden Theile vollſtändig iſt. 
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Acholie. 

Hätten die Sätze dieſes §. keine oder nur eine bedingte Geltung, ſo 
müßte man bei der Angabe, daß zwei Winkel gleich ſind, zugleich zu er⸗ 
kennen geben, wie die Schenkelpaare ſich auf einander beziehen ſollen. 
Das iſt jetzt nicht nöthig. 

Die obige Figur enthält als Beſtandtheile ſolche Gebilde, welche in 
anderen Figuren häufig wiederkehren. Es verlohnt ſich deshalb, denſelben 
Namen zu geben und ihre Eigenſchaften ein für allemal feſtzuſtellen. 


F. 23. 
NMefinitionen. 

I. Je zwei Winkel, welche einen gemeinfamen Schenkel 
haben, während ihre zweiten Schenkel einen Geſtreckten 
bilden, heißen Nebenwinkel von einander.) 

II. Je zwei Winkel, welche ſich ſo hinlegen laſſen, daß 
ſie ein Paar Nebenwinkel bilden, heißen Supplemente?) von 
einander. 

Lehrſatz. 
Die Nebenwinkel gleicher Winkel ſind gleich. 
Vrſ. /ABC iſt ein Nebenwinkel von /CBD, und 
/A BC tft ein Nebenwinkel von C D.; 
ferner iſt / OBD CB D. 
Beh. Es iſt 4350 = AB O. 7 
Bew. Wegen der Gleichheit der 
Winkel CB und OB D' kann 
man das eine Nebenwinkelpaar ſo A 3 ym 
auf das andere legen, daß B' in B, / 
ferner B’D’ in BD und 5B C in 7 zZ’ 2° 
BC fällt (F. 14, V und $. 22). 
Dann iſt nach §. 11, Z. II auch B’A’ in BA gefallen, fo daß ſich jetzt 
ter A C mit dem /ABO deckt, w. z. b. w. 


Ju ſatz. 
Supplemente von gleichen Winkeln ſind gleich. 


1) Z. B. die Winkel 4 0 3 und ADC der vorigen Figur. 
2) Von supplere, anfüllen, vollmachen. 
2 * 
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F. 24. 
Aefinitionen. 

I. Jeder Winkel, welcher ſeinem Nebenwinkel gleich iſt, 
heißt ein rechter Winkel oder ſchlechthin ein Rechter.) — Als 
Zeichen für einen rechten Winkel wird in Formeln ein 
etwas deformirtes R, nehmlich , benutzt werden. 

II. Zwei Grade, welche einen rechten Winkel bilden, 
heißen ſenkrecht zu einander. Der Scheitel des rechten Win⸗ 
kels heißt der Fußpunkt der Senkrechten. — Als Zeichen für 
das Wort „ſenkrecht“ wird in Formeln die Figur T gebraucht 
werden. 

Lehrſatz. 

Von jedem Punkte außerhalb einer unbegrenzten Gra— 
den läßt ſich auf dieſelbe eine Senkrechte fällen. 

Brf. Es iſt eine unbegrenzte Grade 

0 AB und außerhalb derſelben ein Punkt 
O gegeben. 

Beh. Durch den Punkt C läßt ſich 
eine Grade ziehen, welche auf AB ſenk⸗ 
recht ſteht. 

4 2 Bew. Denkt man den Punkt C mit 
der Graden AB zu einer ſtarren Figur 
verbunden (was in der nebenſtehenden 
Zeichnung durch Verbindung des Punktes 

70 C mit A und B mittelft Linien veran⸗ 

ſchaulicht iſt), ſo kann man die Figur 

nach Ax. X jo weit um die Grade AB herumdrehen, bis der Punkt C 

in eine ſolche Lage C gelangt, daß 4 5 von der graden Verbindungslinie 

des Punktes C“ mit feiner Anfangslage C in einem Punkte D geſchnitten 

wird. Dreht man dann ben fo beſtimmten Winkel 4 00 fo weit um 

AB herum, bis C wieder in die Anfangslage C gelangt Ax. X), io 

deckt ſich ver / ADC’ mit feinem Nebenwinkel ADC. Mithin iſt dieſer 
nach der Definition ein Rechter, oder, was daſſelbe heißt, CDLAB. 


F. 25. 
Eehrſatz. 
Von jedem einzelnen Punkte außerhalb einer unbe⸗ 
grenzten Graden läßt ſich auf dieſelbe nur eine Senkrechte 


1) Z. B. der Winkel 4 E der Figur 9. 22. 


= DE 


fällen. — M. a. W.: Alle Graden, welche auf einer ein- 
zigen Graden ſenkrecht ſtehen und durch einen Punkt außer⸗ 
halb derſelben hindurchgehen, decken ſich. 

Vrſ. Vom Punkte C aus ſeien auf die 0 
Grade AB nach einander zwei Senkrechte ge: 
fällt, deren Fußpunkte D und D’ genannt find. 

Beh. D und D' fine zwei Namen 
eines einzigen Punktes; m. a. W.: O D' iſt 
dieſelbe Grade, wie CD. 

Bew. Dreht man die ſtarre Figur 
4 DO D' B um die Grade AB, fo muß der 
Punkt C, weil die rechten Winkel ADC und 
4 D' ihren Nebenwinkeln 4 DE und 4 DE 
gleich ſind (§. 24, D. I u. II), im Verlauf 
einer Umdrehung ſowohl in einen Punkt E der Verlängerung von AD, 
als auch in einen Punkt E' der Verlängerung von AD’ gelangen. Fiele 
nun nicht der Punkt E' mit E, alſo (§. 11, Z. II) nicht die ganze Grade 
CE’ mit der ganzen Graden CE zuſammen, fo würde die Drehungsaxe 
AB von der graden Verbindungslinie des bewegten Punktes C mit ſeiner 
Anfangslage während einer Umdrehung zweimal geſchnitten werden (nehm- 
lich in der Lage 2 0 und in der Lage Z’C), und dies iſt nach Ax. X 
unmöglich. Folglich iſt die Behauptung richtig. . 

Zuſatz. 
Es giebt kein Dreieck mit zwei rechten Winkeln. — Zwei 


grade Linien, welche auf einer dritten in verſchiedenen 
Punkten ſenkrecht ſtehen, haben keinen Punkt gemein. 


EE 


$. 26. 
Eehrſaßtz. 

Alle rechten Winkel ſind gleich. 

Vrſ. Die beiden e e 
Winkel ABC und 45 C 
ſind rechte. 
Beh. Es iſt ZABC 
S e 4 a a 
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Bew. Dreht man den 
rechten Winkel ABC um 
den Schenkel BA als feſte 
Axe ganz herum, ſo beſchreibt 
der andere Schenkel 5 C eine 
Fläche CX FZ O, welche 
zwei Theile des Raums völlig 
gegen einander abgrenzt. 

Legt man dann den 
zweiten rechten Winkel 4 BO 
fo hin, daß fein Scheitel B“ 
in einen Punkt D von BA 
und der Schenkel 5˙A in 
in die Richtung von DA 
fällt, ſo kann ſein zweiter 
Schenkel nicht einen Punkt F mit jener Fläche gemein haben, weil ſonſt 
der nach §. 25 unmögliche Erfolg einträte, daß vom Punkte F nach der 
Graden AB zwei verſchiedene Senkrechte FD und FB führten. Mithin 
befindet ſich der zweite Schenkel BO“ in einer Lage DE, welche keinen 
Punkt mit der Fläche gemein hat. 

Legt man ferner den rechten Winkel 4.30 jo hin, daß fein Scheitel 
B' in einen Punkt D der Verlängerung von AB über B hinaus und 
fein Schenkel B’A’ in die Richtung D’A fällt, jo muß der Schenkel B’C’ 
aus ähnlichen Gründen, wie oben, ebenfalls eine ſolche Lage E haben, 
welche keinen Punkt mit der Fläche gemein beſitzt. 

Beide Lagen DE und D’E’ des Schenkels BC befinden ſich aber 
in zwei Raumtheilen, welche durch die Fläche CX YZC völlig gegen 
einander abgegrenzt find, jo daß der Winkel 4 BC nicht von der Lage 
ADE in die Lage AD’E’ übergeführt werden kann, ohne daß die Grenz⸗ 
fläche durchſchritten wird (Ax. VII). Sei demnach F der Punkt der Grenz⸗ 
fläche, in welchen C' bei der längs AB vor ſich gehenden Verſchiebung 
des Schenkels 4 5 einmal gelangt, jo nimmt 2’C’ in demſelben Moment 
die Lage BF an, weil ſich ſonſt von F aus zwei Senkrechte auf AB 
fällen ließen; d. h. m. a. W.: der Winkel 4'B’C” iſt mit der Lage ABF 
des Winkels ABC zur Deckung gebracht. Damit iſt unſer Satz bewieſen. 


Ju ſätze. 
I. Dreht man einen rechten Winkel um den einen Schenkel 
als feſte Axe, ſo beſchreibt der zweite eine Fläche, in welcher 


X 
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jede durch den Scheitelpunkt gehende Senkrechte zum feſten 
Schenkel ganz liegt. 

II. Je zwei rechte Winkel find Supplemente von ein⸗ 
ander. 


8. 
Arfinifion. 
Die beiden Nebenwinkel eines einzigen Winkels heißen 
Scheitelwinkel von einander. 
Lehrſaßh. 
Je zwei Scheitelwinkel ſind gleich. 
Vrſ. Die Winkel BAC und 


DAE find Scheitelwinkel. 5 D 
Beh. Es iſt /BAC= DAE. a 
Bew. Die Beh. trifft zu nach A 

8.23, weil BAC um /DAE 3 E 


nach der Definition Nebenwinkel von 
gleichen Winkeln find, welche ſich an der Stelle CAD decken. 


Ju ſatz. 
Schneiden ſich zwei Grade ſo, daß ſie einen rechten 
Winkel bilden, ſo ſind auch die übrigen von ihnen gebil— 

deten Winkel rechte. 
$. 28. 
Lehrſatz. Seiten-Winkel-Seiten-Satz ). 

Dreiecke ſind congruent, wenn ſie in zwei Seiten und in 

dem Winkel derſelben übereinſtimmen. 


c * 


4 5 x B' 
Vrſ. In den Dreiecken ABC und 45 C if: 1) AB = AB), 
2) 40 = A4˙ C. 3) A= A. 


1) Wir beziehen uns auf dieſen Congruenzſatz durch die Bezeichnung: (sees). 
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Beh. Es iſt: BY NAB O. 

Bew. Man lege das A ABC fo auf das ABC, daß die 
Ecke A in A’, die Seite AB längs der Seite A’B’ und die Seite 40 
längs der Seite 4 C fällt; was angeht, weil nach der Vrſ. 3 /A= 
A iſt (F. 22). Dadurch gelangt B nach B', und C nach C, weil 
nach der Vrſ. 1) AB=ADB, und nach der Vrſ. 2 40 = A0 
iſt (§. 18, Z. IV). Dann deckt ſich endlich die dritte Seite BC mit B’C’, 
weil fie Grade ſind, welche zwei gemeinſame Punkte 3’ und C beſitzen 


(9. 11, Z. IU. 
2 Zuſatz. 


Stimmen Dreiecke in zwei Seiten und in deren Winkel 
überein, fo find die einander entſprechenden! Dreiecksſtücke 
ſämmtlich paarweiſe gleich. 

— In obiger Figur iſt nehmlich 80 = BO, BB, 
C= C', weil fie auf die beſchriebene Weiſe zur Deckung gebracht 
find (§. 18, 3. III und §. 14, V). 


Acholie. 


Die Congruenzſätze über Dreiecke ſind deshalb außerordentlich wichtig, 
weil ſie es ermöglichen, die Gleichheit von Strecken und Winkeln zu er⸗ 
mitteln, ohne ſie unmittelbar zu meſſen, und weil die Betrachtung der 
complicirteren Figuren ſich, wie wir ſpäter ſehen werden, auf die Be⸗ 
trachtung von Dreiecken zurückführen läßt. 

Die noch folgenden Sätze über Dreieckscongruenzen ſind ſämmtlich 
Umkehrungen des obigen, d. h. ſie gehen aus ihm durch Vertauſchung 
eines Theils der Vorausſetzung mit einem Theil der Behauptung hervor. — 
In unſerem Falle enthält die Behauptung drei Theile (die Gleichheit der 
nicht unmittelbar gemeſſenen entſprechenden Dreiecksſtücke), und es giebt 5 
mögliche Umkehrungen, nehmlich: (sss), (20 S200, (wws), (ss , (www), 
von denen aber nicht alle zutreffen. 

Außerdem drängt ſich der Betrachtung der Fall auf, daß zwei Stücke 
eines einzigen Dreiecks gleich find, wie im folgenden $. 


1) Entſprechend oder homolog (dus kor, übereinſtimmend) nennt man ſolche 
Stücke verſchiedener Figuren, welche in dieſen Figuren nach gleicher Aufſuchungs⸗ 
methode beim Ausgehen von gegebenen Stellen aus gefunden werden. — Oben 
können als Ausgangsſtellen etwa die Punkte A, A’ und die Strahlen 45, 4 . 
dienen. 
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Mefinitionen. 

I. Jedes Dreieck, welches zwei gleiche Seiten beſitzt, 
heißt gleichſchenklig; die gleichen Seiten heißen die Schenkel, 
deren gemeinſame Ecke die Spitze, die dritte Seite die Baſis,) 
und die anliegenden? Winkel der letzteren die Baſiswinkel. 

II. Jedes Dreieck, welches drei gleiche Seiten beſitzt, 
heißt gleichſeitig. 

Lehr ſaßz. 

In jedem einzelnen gleichſchenkligen Dreieck ſind die Baſis⸗ 
winkel gleich. 

Brf. Im J 430 iſt 45 = 4. 

Beh. Es iſt: ZACB = /ABC. 

Bew. Nach $. 22 läßt ſich das A ABC fo 
hinlegen, daß 4 wieder an ſeinen urſprünglichen 
Ort, zugleich aber AB in die urſprüngliche Richtung 
von 40, und 40 in die urſprüngliche Richtung von 
AB fällt. Nachdem dieſe Umlegung ausgeführt iſt, 
haben ferner auch die Punkte 3 und C ihren Ort 7 
gewechſelt, weil nach der Vrſ. AB = A4 iſt, 
fo daß die Strecke 8 C ihren urſprünglichen Ort in umgekehrter Lage 
deckt ($. 11, Z. II). Demnach iſt /B= /C, weil fie zur Deckung ge⸗ 
bracht find §. 14, V). 


4 


Zu ſätze. 
I. In jedem einzelnen gleichſeitigen Dreieck ſind ſämmt⸗ 
liche drei Winkel gleich. 

— Denn es iſt über jeder Seite gleichſchenklig. 
II. In jedem einzelnen Dreieck und auch in congruenten 
Dreiecken liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegenüber.“) 
— Wegen der ſoeben bewieſenen Gültigkeit dieſes Satzes für das 
einzelne Dreieck iſt man nehmlich auch bei congruenten Dreiecken nicht 


1) 84s, Fuß. 

2) Winkel und Linie werden als einander anliegende Figuren bezeichnet, 
wenn die Linie ein Schenkel des Winkels iſt. 

3) Gegenüberliegende Seiten und Winkel eines Dreiecks, Gegenſeite eines Winkels 
und Gegenwinkel einer Seite heißen ſolche, bei denen die Seite kein Schenkel des 
Winkels iſt. 
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nur dann gegen die Möglichkeit eines Irrthums geſichert, wenn die 
fraglichen Stücke ſich in Folge der Vorausſetzung entſprechen, ſondern 
auch dann, wenn man zwei gleiche Seiten des einen der congruenten 
Dreiecke mit einander verwechſelt. 


F. 30. 
Lehr ſatz. 

Diejenige Grade, welche die Spitze eines gleichſchenk— 
ligen Dreiecks mit der Mitte der Baſis verbindet, ſteht auf der 
letzteren ſenkrecht und bildet mit den beiden andern Seiten 
gleiche Winkel. 


4 Vrſ. Im ABC iſt 1) AB 
A0, 2) halbirt AM die Baſis 
BC in M. 
Beh. Es ift: 1) 41 L BC 
a; 1 € und 2) AB = MAC. 
Bew. Es iſt 


G ABM C ACM; . . (sws) 
denn man hat: AB = AC (Bf. 1), BM = CM BVrſ. 2), ZB= 
LC . 29). Aus dieſer Congruenz folgt nach §. 29, Z.: 


AMB AMC, AM LBO F. 24, D. II 
und MAB = /MAC. 
Ju ſätze. 


I. Fällt man von der Spitze eines gleichſchenkligen Drei— 
ecks auf die Baſis eine Senkrechte, ſo halbirt dieſe die Baſis 
und bildet mit den andern Seiten gleiche Winkel. 

— Denn ſonſt müßte es zwei verſchiedene Senkrechten von 4 auf 
BC geben, was gegen $. 25 ftritte. 

II. Liegt eine Dreiecksecke ſenkrecht über der Mitte ihrer Gegen⸗ 
ſeite, ſo iſt das Dreieck über der letzteren gleichſchenklig und 
die Senkrechte bildet mit den andern Seiten gleiche Winkel. 

— Denn es iſt 
Nn (sws), 
weil MB = MC, MA = MA und /AMB= AN als rechte. 


An m. Dieſe Zuſätze ſind Umkehrungen vom Hauptſatz. (Vergl. 
die Scholie zu §. 28.) 


www.rcin.org.pl 


— — 


931. 
Lehrſatz. (Urei-Seiten-Satz.) 
Vrſ. In den Dreiecken ABC und 45 C it: 1) A5 AB, 
ze 
7 e' 


4 2 4% 23 

Beh. Es iſt AABC=EAABEC. 

Bew. Man lege das A A5 C“ mit der Ecke 4 in A, mit der 
Seite A’B’ in die Richtung AB und drehe es fo weit herum, bis AB 
von der Strecke CC’ gefchnitten wird (Ax. X). Der Schnittpunkt heiße 
D, und C' nehme bei dieſer Lage des A 45 C' den Ort Ci ein. Da 
nach Vrſ. 1) 45 = AB iſt, fo iſt B' nach B gelangt, und man 
hat, weil jetzt das A' an der Stelle ABC, liegt, nach Vrſ. 
2) und 3) in der Figur ACBC, die Gleichungen: 

4 e e 

Der Punkt D, in welchem AB von der Strecke CO, geſchnitten 
wird, kann, je nach der Beſchaffenheit der beiden Dreiecke: I. zwiſchen 4 
und B, oder II. in einer Verlängerung von AB, oder III. in einem End⸗ 
punkt dieſer Seite liegen. 

Fall Iune II. (Im Falle II ſeien die Namen der Dreiecksecken 
fo gewählt, daß D ein Punkt der Verlängerung von BA über A hinaus iſt.) 

Von der Mitte M der Strecke CC, 
aus ziehe man die Graden MA, MB. 2 
Dann iſt in den gleichſchenkligen Dreiecken 
CAC, und CBA nach $. 30, L.: 

MA CGI, MHB Y CG. 

Dies zeigt in Verbindung mit dem Axiom X 
an, daß kein andrer Punkt als der Punkt 4 B 
D fein kann. Denn wenn Mund Y ver- 

ſchiedene Punkte wären, ſo würde die grade 

Verbindungslinie der Punkte A und B 

ſich mit der Graden CC), wenn man das / 

Cad um dieſe Linie dreht, nicht nur er 


1 Wir beziehen uns auf dieſen Congruenzſatz durch die Bezeichnung: (38). 
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II. in D, ſondern auch noch in M 
4 ſchneiden, und zwar beim Falle I 
beide Male zwiſchen 4 und B, beim 
Falle II beide Male in der Ver⸗ 
D z längerung. Im Falle I nehmlich 
würde 14 während der Drehung 
auch in die Verlängerung von BM, 
im Falle II aber auch in die Linie 
& MB ſelbſt gelangen. 
Da alſo D der Mittelpunkt von CC, ift, fo hat man im gleich⸗ 
ſchenkligen A CBC, nach $. 30, L. ferner: 
/ADBC=./DBOC,, 
Da: 777. = /ABi6C!; 
fo daß 
AABC=ENAABC'.. (sws) 
hervorgeht, weil außer der ſoeben bewieſenen Gleichheit der Winkel bei 
A und A’ aus der Vorausſetzung die Gleichheit der anliegenden Seiten 
bekannt iſt. 


ul Fall III: Trifft die grade Verbindungs⸗ 
linie der Punkte C und Q ſich mit AB in 
einem Endpunkt dieſer Seite, ſo heiße der⸗ 
ſelbe A. Dann iſt im gleiichſchenkligen 
A CBC, nach der Vrſ. 2) unmittelbar: 
S —uA ABO §. 30, L., 
alſo: 

NABCZENABO =ZNAB'C'... (sws). 


Q 


2 


K 3% 
Zefinition. 
Diejenige Fläche, welche bei der Drehung irgend eines 
rechten Winkels um den einen Schenkel als feſte Axe vom 
andern Schenkel beſchrieben wird, heißt eine Ebene. 


Zu ſätze. 
J. Jede Ebene iſt unbegrenzt. 
— Denn der ſie beſchreibende Schenkel iſt unbegrenzt, d. h. er 
geht bis an die Grenze des vorgeſtellten Raumtheils. 
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II. Jede Ebene iſt ungeſchloſſen. 
— Denn ſonſt wäre ſie nicht unbegrenzt. 


$. 33. 
Lehrfah.* 

Jede Grade, welche mit einer Ebene zwei Punkte ge- 
mein hat, liegt ganz in derſelben. 

Vrſ. Eine Grade und eine 
Ebene haben die beiden Punkte 4 
und 5B gemein. 

Beh. Jeder beliebige Punkt 
X der Graden AB liegt in der 
Ebene. 

Bew. Man ziehe von 4, 
B und X aus die drei Graden 
40, BC und X nach dem 
Scheitel C des rechten Winkels, 
durch deſſen Drehung die Ebene 
entſtanden iſt, trage auf dem an⸗ 
dern Schenkel des letzteren und 
auf feiner Verlängerung zwei gleiche Strecken CD und C' ab und ver⸗ 
binde ſchließlich alle aufgezählten Punkte durch grade Linien. 

Dann iſt 


GD, ee, 
weil derjenige Schenkel des rechten Winkels, welcher die Ebene beſchrieb, 
mit CA und mit CB zwei Punkte gemein hatte, als er durch A, ber 
ziehungsweiſe durch 5 ging. Da außerdem C die Mitte von DD iſt, 


ſo folge: im A DAD n. F. 30, Z. II, 
DBD im A DBD) n. F. 30, Z. II. 
Ferner iſt: 45 = AB, mithin: 
SD DAB Sa. N: (3 s) 


DaB = DAB, als entſprechende Stücke congruenter Dreiecke. 
Das Letztere giebt mit DA= D’A und AX = AN zuſammen: 
{N DAX FUN Dia, re, a (sws) 
DX DA, als entſprechende Stücke congruenter Dreiecke. 
Und hieraus in Verbindung mit DC = DC, CX = C folgt: 


SD (3) 
, DX D', als entſprechende Stücke congruenter Figuren. 
De WE 9. 24, D. J. 
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Da nach $. 26 alle rechten Winkel gleich fine, fo muß mithin der 
um DOC gedrehte rechte Winkel bei der Beſchreibung der Ebene auch in 
die Lage Dx gelangt fein, fo daß X ein Punkt der Ebene iſt, w. b. w. 


Zu ſätze. 

I. Liegen der Scheitel eines Winkels und je ein zweiter 
Punkt ſeiner Schenkel in einer Ebene, ſo liegt er ganz in 
der Ebene. 

II. Liegen die drei Ecken eines Dreiecks in einer Ebene, 
ſo liegt es ganz in derſelben. 

III. Durch jeden Winkel, jedes Dreieck, je eine Grade 
und einen Punkt außerhalb derſelben giebt es eine Ebene. 

— Denn man kann die fragliche Figur (im letzten Falle, nachdem 
der Punkt mit einem beliebigen Punkt der Graden durch eine zweite 
Grade verbunden iſt) zunächſt in eine Ebene und dann mit dieſer zu⸗ 
ſammen an den urſprünglichen Ort zurücklegen. 

IV. Bewegt man eine Grade in der Weiſe, daß ſie mit 
zwei ſich ſchneidenden Graden je einen Punkt gemein be⸗ 
hält, ſo beſchreibt ſie eine Ebene, und zwar ſtets dieſelbe 
Ebene, wie die Bewegung im Übrigen auch vor ſich gehen mag. 

— Denn die bewegliche Grade behält mit derjenigen Ebene, welche 
ſich nach Zuſ. III durch die beiden feſten Graden legen läßt, ſtets 
zwei Punkte gemein, bleibt alſo nach dem obigen Lehrſatz ganz in dieſer 
Ebene. 

V. Je zwei Ebenen, welche die Ecken eines Dreiecks ge— 
mein haben, decken ſich vollſtändig (fo weit beide vorhan- 
den ſind). — Jede Ebene läßt ſich in ſich ſelbſt und in jeder 
andern nach Willkür verſchieben. 

VI. Jede unbegrenzte Ebene wird von jeder in ihr lie⸗ 
genden unbegrenzten Graden in zwei völlig von einander 
getrennte Theile getheilt. 

— Denn erſtens kann man zwei Punkte des Randes einer 
unbegrenzten, d. h. nach §. 6, D. V: einer beliebig begrenzten und 
beliebig zu vergrößernden Ebene durch eine Grade verbinden (L.) 
und dadurch die Ebene in zwei Theile theilen, von denen jeder durch 
die Grade und durch eine beliebig gewählte Linie vollſtändig begrenzt 
iſt. Zweitens kann man die zu unterſuchende Ebene ſo in die erſte 
hineinlegen, daß die in ihr liegende Grade mit derjenigen, welche die 
erſtere zerſchneidet, einen Theil gemein erhält (Z. V), und ſchließlich 
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überall bis zum Rande der erfteren ausdehnen. Hierdurch ift die Be⸗ 
hauptung erhärtet. 


J ash 
Noſtulat II. 


Durch drei beliebige Punkte, welche nicht in einer Graden liegen, 
eine Ebene zu legen. 


$. 34. 
Refinitionen. 

J. Derjenige Theil der Geometrie, welcher ſich auf die 
Betrachtung ſolcher Figuren beſchränkt, die ſich ganz in 
eine Ebene legen laſſen, heißt Planimetrie.“) 

II. Derjenige Theil der Geometrie, welcher ſich nicht 
auf die Betrachtung ſolcher Figuren beſchränkt, die ſich 
ganz in eine Ebene legen laſſen, heißt Stereometrie. 2) 


1) planus, eben, und perpeiv, meſſen. 
2) orenenz, feſt, und nerpeiv, meſſen. 
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Planimetrie. 


Worpiply, Elemente der Mathematik. 3 


imemanı 


Capitel II. 


Die Grundeigenſchaften der Figuren in der Ebene, 
hauptſächlich der gradlinigen Figuren. 


A. Anterſuchung der Eigenſchaften derſelben. 


$. 35. 
Tehrſatz. 

In jeder Ebene giebt es eine gefchloffene! Linie, deren 
Punkte ſämmtlich einen beliebig gewählten gleichen Ab— 
ſtand von einem beliebig beſtimmten Punkt derſelben Ebene 
haben. 

— Denn bei der in der Definition F. 32) angegebenen Erzeugung 
der Ebene beſchreibt jeder einzelne Punkt des bewegten Schenkels eine 
ſolche geſchloſſene Linie (Ax. X und §. 8, Zuſ. V), indem feine Ent⸗ 
fernung vom Scheitel des rotirenden rechten Winkels conſtant?) bleibt. 
Und man kann die Ebene nach §. 33, Zuſ. V fo in fich verſchieben, daß 
ein beliebiger Punkt der Ebene an die Stelle jenes Scheitels gelangt. 


Aefinitionen. 

I. Jede in einer Ebene liegende Linie, welche alle 
Punkte enthält, die von einem Punkte derſelben Ebene 
gleich weit entfernt ſind, heißt ein Kreis, jeder Theil von 
ihr ein Kreisbogen oder ſchlechthin ein Bogen. — Derjenige 
Punkt der Ebene, von welchem alle Punkte des Kreiſes oder 
des Kreisbogens gleich weit entfernt find, heißt das 


1) Eine geſchloſſene Linie iſt eine ſolche, welche durch einen einzigen Punkt nicht 
in zwei völlig getrennte Theile getheilt wird. (Vergl. F. 10.) 
2) constans, unverändert. 
3 * 
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Centrum!) deſſelben, jede Strecke zwiſchen dem Centrum und 
einem Punkte des Kreiſes ein Radius? oder Halbmeſſer. 

II. Derjenige vom Kreiſe begrenzte Theil der Ebene, 
in welchem das Centrum liegt, heißt Kreisſcheibe oder Kreisfeld. 


III. Jede Grade, welche mit einem 
Kreiſe zwei Punkte gemein hat, 
heißt eine Secantes) deſſelben, die 
Strecke zwiſchen den beiden Kreis- 
punkten Sehne, jede Sehne, welche 
durch das Centrum geht, ein Durch⸗ 
meſſer. 


IV. Jede Figur, welche aus einem 
Kreisbogen und den Radien ſeiner 
beiden Endpunkte beſteht, heißt ein 
Kreisausſchnitt oder Sector. °) 


V. Jeder von zwei Radien gebildete Winkel heißt ein 

Centriwinkel. 
Zuſätze. 

I. Jeder Kreis tft eine geſchloſſene Linie. — Jeder vom 
Centrum ausgehende Strahl wird vom Kreiſe getroffen. 

II. Alle Durchmeſſer eines Kreiſes ſind gleich, und 
zwar gleich dem Doppelten eines Radius. 

III. Je zwei Radien eines Kreiſes bilden mit demſelben 
zwei Kreisausſchnitte. 

IV. Congruente Kreiſe oder Kreisbogen haben gleiche 
Radien. 

$. 36. 
Hoſtulat III. 

Um einen beſtimmten Punkt einer Ebene in dieſer mit einem 

beſtimmten Radius einen Kreis zu ziehen. 


1) centrum, «Evrpov, Stachel. — Das Centrum heißt auch Mittelpunkt 
der Kreisſcheibe, und der Kreis als Begrenzung der letzteren Peripherie 
(repiptßeta, von repep£nev, herumtragen). 

2) radius, Radſpeiche. 

3) Von secare, ſchneiden, zerſchneiden. 
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§. 37. 
Lehrſaßg J. 

Jeder Punkt innerhalb eines Kreisfeldes hat einen klei⸗ 
neren, jeder Punkt außerhalb aber einen größeren Abſtand vom 
Centrum, als die Länge eines Radius beträgt. 

Vrſ. X ſei ein Punkt des Kreiſes 7 
um das Centrum C, J ein Punkt inner: 
halb, 4 ein Punkt außerhalb des Kreis⸗ 
feldes. 

Beh. . OH / CA. 

Bew. Nach der Vrſ. muß man an 
die Grenze des Kreisfeldes gelangen, wenn 
man CJ verlängert, und wenn man CA 
verkürzt. Die jo erhaltenen Radien C/ 
und CA’ find aber nach der D. mit C 
gleich. Daher trifft die Beh. zu nach $. 20, II. 


Lehrſatz II. 

Jeder Punkt, deſſen Entfernung vom Kreiscentrum 
kleiner als ein Radius iſt, liegt innerhalb des Kreis feldes; 
und jeder Punkt, deſſen Entfernung vom Centrum größer 
als ein Radius iſt, liegt außerhalb des Kreisfeldes. 

Vrſ. CH iſt ein Radius des Kreiſes um C, und ferner tft 

CA. 

Beh. J liegt innerhalb, A aber außerhalb des Kreisfeldes. 

Bew. Geht man von dem innerhalb des Kreisfeldes liegenden Punkt 
auf der Graden , nach J, jo kann man dabei die Grenze des Kreis⸗ 
feldes nicht überſchreiten, weil zu dieſem Zweck die Entfernung von C dem 
Radius CH gleich werden muß; verlängert man aber den Strahl CA 
über 4 hinaus, ſo kann man die Begrenzung des Kreisfeldes, weil ſchon 
CAD CK it, nicht wieder treffen, was doch der Fall fein müßte, wenn 
A im Kreisfelde liegen ſollte. 


Zu ſätze. 
I. Alle Kreiſe von gleichen Radien find congruent; 
und zwar decken ſie ſich ſtets vollſtändig, ſobald die Cen⸗ 
tren zuſammenfallen.!) 


J] In der Planimetrie wird es als ſelbſtverſtändlich vorausgeſetzt, daß die Figuren 
in eine einzige Ebene gelegt find. 


www.rcin.org.pl 


2 * 


II. Man kann jeden Kreisbogen in Deckung mit einem 
Bogen deſſelben Kreiſes verſchieben. 

III. Alle Kreisbogen congruenter Kreiſe ſind gleichartige 
Größen. 


— Denn es werden nach Z. II die Bedingungen des Ax. XII 
und der Def. IV des §. 17 erfüllt. 


6. 38. 
Lehr ſatz. 


Kreisausſchnitte, welche in den Radien und Bogen über- 
einſtimmen, find congruent. 
Vrſ. In den Kreisausſchnitten ACB und A’C’B iſt: 
1) Rad. CA = Rad. 0/4, 
2 2) Bog. AB Bog. A B'. 
Beh. Es iſt: 405 = AB.. 
Bew. Man lege den Kreisausſchnitt 
9. ABC fo auf 45 C, daß C nach C', CA 
längs C’A’ und AB längs 45 fällt, 
was nach Vrſ. 1) und §. 37, Z. I angeht. 
J. Dadurch fällt B nach B', weil fonft im Wider⸗ 
ſpruch zu Vrſ. 2) einer der Bogen AB, A’B’ 
einem Theile des andern congruent und gleich 
ce wäre, das letztere, da ſie Größen find §. 37, 
Z. III). Dann iſt aber ſchließlich der Radius 
CB in die Lage C’B’ gefallen, da er mit 
dieſer die beiden Punkte C und B gemein 
erhalten hat. 


Ju ſatz. 


In jedem einzelnen Kreiſe, ſo wie in congruenten 
Kreiſen, ſtehen auf gleichen Bogen gleiche Centrimwintel. !) 


1) Man gebraucht in gleicher Bedeutung die Ausdrücke: „Ein Winkel ſteht auf 
einem Bogen.“ „Ein Bogen endigt in den Schenkeln, oder: liegt zwiſchen den Schenkeln 
eines Winkels.“ 
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$. 39. 
Einführung des Größenbegriffs in den Winkel. 


Aefinitionen. 


I. Jedes durch einen Winkel begrenzte Stück einer 
übrigens unbegrenzten Ebene 
heißt ein Winkelfeld oder auch 
ſchlechthin ein Winkel. — Ein 
Winkelfeld darf die Ebene 
theilweiſe oder ganz, einfach 
oder mehrfach bedecken und 
wird namentlich auch in letz⸗ 
terer Beziehung als von an— 
dern verſchieden angeſehen. 
Giebt man nicht auf irgend eine Weiſe das Gegentheil an, 
jo meint man unter den zur Auswahl ſtehenden Winkel- 
feldern ſtets das kleinſte. 

II. Winkelfelder, welche, abgeſehen von der nicht durch 
die Schenkel gebildeten Begrenzung, congruent ſind, 
heißen gleich. 

III. Winkelfelder ſummiren heißt, ſie in einer Ebene ſo 
an einander legen, daß Scheitel in Scheitel und Schenkel 
in Schenkel fällt. Das dann von den beiden äußerſten 
Schenkeln begrenzte Winkelfeld, welches die ſummirten 
Winkelfelder als Theile enthält, heißt die Summe der 
letzteren. 


Zuſatz. 
Die von gleichen Winkeln beſtimmten Winkelfelder 
ſind paarweiſe gleich. 


$. 40. 
Lehrſatz. 

Alle Winkelfelder laſſen ſich (bei unverbrüchlicher Be⸗ 
obachtung des Begriffs der Winkelfelder und desjenigen 
der Summation derſelben) als gleichartige Größen be- 
handeln. 
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Bew. Summirt man Winkelfelder in der in §. 39, III vorgeſchrie⸗ 
benen Weiſe und zieht um den gemeinſamen Scheitel & derſelben einen 
Kreis, ſo wird derſelbe von den Schen⸗ 


keln in Punkten A, B, C, DD. IN! 

geſchnitten, und das Winkelfeld ASN, 

0 in welchem der Bogen (480 D. . V 

liegt, iſt die Summe. Aus F. 37, Z. III 

5 2 aber iſt bekannt, daß dieſer Bogen eine 


Größe iſt, ſo daß man nach F. 17, 
D. L 2. feine Theile beliebig ver⸗ 
tauſchen darf, ohne ſein Quantum, und 
ſomit auch ohne die Lage ſeiner End⸗ 
punkte zu ändern, da wieder ein Kreis⸗ 
bogen von gleichem Radius hervorgeht. 
Bedenkt man außerdem, daß durch die Veränderung der Folge der Bogen- 
theile nach §. 38 die einzelnen ſummirten Winkelfelder nur eine andere 
Folge erhalten haben, ſo iſt bewieſen, daß die Winkelſumme durch 
Veränderung der Folge der Theile nicht geändert wird. 

Da ferner die Bedeutung der Eintheilung durch den Gegenſatz zur 
Summation beſtimmt iſt, ſo geſchieht die Theilung eines Winkels Winkel⸗ 
feldes) einzig und allein durch grade Linien, welche vom Scheitel aus 
innerhalb des Winkelfeldes gezogen werden. Dieſe theilen den Bogen AD 
in analoger Weiſe. Und man ſieht endlich hieraus, daß die Größeneigen⸗ 
ſchaften ($. 17, D. I) des Winkelfeldes durch diejenigen des Bogens ſämmt⸗ 
lich entſchieden ſind. 

Hiermit ſind die Winkelfelder in die Reihe der Größen als voll⸗ 
berechtigt eingefügt. 

Anm. Daß der hieraus nach §. 17 entſpringende Begriff des 
kleineren Winkelfeldes dem in $. 14, V definirten des kleineren Winkels 
correſpondirt, bedarf keiner näheren Ausführung. 

Auch geht aus dem Obigen klar hervor, daß man häufig das 
Wort „Winkel“ für das längere „Winkelfeld“ gebrauchen kann, ohne da⸗ 
durch einen Irrthum herbeizuführen. 


Zu ſähe. 
I. Der Qualität nach ſind die Winkelfelder von allen 
ſonſtigen Raumgrößen verſchieden. 
— Denn ſie ſind keine Theile von Körpern oder Flächenſtücken 
oder Linienſtücken. 
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II. Die Summe aller Winkel 
auf einer Seite einer Graden be⸗ 
trägt einen Geſtreckten. 


III. Die Summe je zweier 
Nebenwinkel, ſowie die Summe 
je zweier Supplemente, ) beträgt 
einen Geſtreckten. 


IV. Jeder Geſtreckte beträgt 
zwei Rechte: G = 22. 


V. Die Halbierungslinien je 
zweier Nebenwinkel ſtehen auf 
einander ſenkrecht. 

— Denn benennt man mit 4 die 
beiden Hälften des einen Nebenwinkels, 
mit 3 diejenigen des andern, jo iſt nach III und IV 


24 ＋ 286 = 22. 
mithin e 
VI. Die Summe aller Winkel 
um einen Punkt herum beträgt 
268 = 4 
Acholie. 


Nach den Ausführungen dieſes §. iſt der Winkel auf künſtliche Weiſe 
zu einer Größe gemacht worden, d. i. durch ganz willkürliche Feſtſetzungen 


1) Vergl. 9. 23. 
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($. 39), welche durchaus nicht etwa aufhören Erfindungen zu fein, 
weil ſie mit bewußter Rückſicht auf die Zweckmäßigkeit eingeführt ſind. 
Solchen zweckmäßigen Erfindungen begegnet man in der Mathematik viel⸗ 
fach. Sie dienen, genau wie in der Technik, dazu, die Mittel zur Be⸗ 
wältigung des dargebotenen Stoffs zu vereinfachen und wirkſamer zu machen. 

Der große Vortheil, welchen wir aus der Einfügung der Winkel unter 
die Größen ziehen, beſteht darin, daß wir jetzt alle Sätze der Arithmetik, 
nehmlich der Lehre von den gemeinſamen Eigenſchaften aller Größen, 
auf die Winkel anwenden dürfen. 

Aus dem Umſtande, daß die Qualität der Winkelgröße noch zu keiner 
anderen bekannten Größenqualität in Beziehung geſetzt iſt, leitet man 
ſpäter, wie hier vorweg bemerkt werden mag, in der Ahnlichkeitslehre die 
Berechtigung ab, die Winkelgröße als eine bloße arithmetiſche Zahl zu 
definiren, welche auf unzweifelhafte Weiſe den zu einem Centriwinkel ge⸗ 
hörenden Bogen aus dem Radius beſtimmt, und umgekehrt. Dieſe Zahl 
hat man mehr oder weniger bewußt im Sinne bei ſolchen Redewendungen 
wie: ein Winkel ſei die Größe der Drehung eines Strahls um einen 
Punkt, oder: der Richtungsunterſchied zweier Strahlen u. ſ. w. Correcter 
würde man ſagen, daß dergleichen durch Winkel beſtimmt werde. 


6. 41. 
Aefinitionen. 

I. Ein Winkel, welcher kleiner als ein rechter iſt, heißt 
ſpitz; ein Winkel, welcher größer als ein rechter, aber kleiner 
als ein geſtreckter iſt, heißt ſtumpf. 

II. Alle Winkel, welche kleiner als ein geſtreckter ſind, 
heißen hohl oder concan,!; alle größeren Winkel aber über⸗ 
ſtumpf oder convex.? 


Ju ſätze. 
I. Jeder ſpitze Winkel hat einen ſtumpfen Nebenwinkel, 
und jeder ſtumpfe einen ſpitzen. ($. 40, 3. III und IV.) 
II. Haben zwei ſpitze oder zwei ſtumpfe Winkel den 
Scheitel und einen Schenkel gemein, ſo bilden die beiden 
anderen Schenkel keinen geſtreckten. 


1) concävus, hohl. 
2) convexus, gewölbt. 
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$. 42. 
2ehrfak. 

Legt man zwei gleiche Winkelfelder fo auf leänander, 
daß fie den Scheitel und den einen Schenkel gemein er- 
halten, ſo decken ſich die anderen Schenkel ebenfalls. 

Vrſ. Die beiden Winkel⸗ 
felder ABC und A’B’C’ ſind 
gleich. 

Beh. Legt man das Feld 
ABC ſo auf das Feld A’B'C', 
daß B in B', BA in BA fällt, 
fo fällt BC in BC. . a 

Bew. Wäre die Behaup⸗ 
tung falſch, fo müßte BC entweder 
in eine Linie B’C” innerhalb des 
Feldes 4.5 CO oder in eine Linie 
BC“, außerhalb deſſelben fallen, - 9 
weil die Winkelfelder Theile von a 
Ebenen find, welche zur Dedung % 
gebracht wurden. Da ferner die 0 
Winkelfelder Größen find §. 40), jo würde aber im erſten Falle 
C. ABO /4'B'C', im zweiten Falle dagegen / ABC > /A BC’ 
fein ($. 17, D. III). Mithin kann nur die Beh. zutreffen. 


Ju ſätze. 
J. In der Ebene kann man auf einer Graden in einem 
Punkte nur eine Senkrechte errichten. 
— Denn die zu conſtruirenden rechten Winkel ſind nach §. 26 gleich. 
II. Jeder Winkel hat eine einzige Halbierungslinie. 
III. Errichtet man auf der Baſis eines gleichſchenkligen Drei— 
ecks in ihrem Mittelpunkt eine Senkrechte, ſo geht dieſe durch die 
Spitze und halbiert den Winkel an derſelben. 


— Denn dieſe Senkrechte fällt nach Z. I 
mit derjenigen zuſammen, welche nach §. 30, L. 
erhalten wird, wenn man die Mitte der Baſis 
mit der Spitze gradlinig verbindet. 
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IV. Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze eines 
gleichſchenkligen Dreiecks halbiert die Baſis und ſteht auf 
ihr ſenkrecht. 


Bew. entweder durch Congruenz der beiden 
kleineren Dreiecke (808) oder durch Verbindung von 
3. II und III. 


$. 43. 
Lehrſatz. 
Kreisausſchnitte, welche in den Radien und Centriwinkeln 
(Winkelfeldern) übereinſtimmen, find congruent.!“ 


2 7 


4 


4 
Vrſ. In den Kreisausſchnitten ACB und A’C’B' ift 
1) Rad. CA = Rad. OA“, YZ OZ C. 
Beh. Es iſt 405 AC B.. 
Bew. durch Aufeinanderlegen mit Benutzung von $.37, Z. 1u. §. 42, L. 
Zu ſätze. 
I. In jedem einzelnen Kreiſe, ſowie in congruenten 
Kreiſen, ſtehen gleiche Centriwinkel auf gleichen Bogen. 
II. Jeder Durchmeſſer theilt den Kreis in zwei gleiche 
Theile, und dieſe ſind bei jeder Lage des Durchmeſſers 
gleich groß. 
— Denn die Centriwinkel ſind als geſtreckte gleich. 
Zefinition. 
Jeder von einem Durchmeſſer abgeſchnittene Kreis⸗ 
bogen heißt ein Halbkreis. 


1) Man muß hierbei darauf achten, daß die Winkel felder gleich ſein ſollen, 
weil jeder Centriwinkel mit dem Kreiſe zwei Kreisausſchnitte bildet. 
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§. 44. 
eerhrſaßz. 

Wird eine Grade von einer zweiten geſchnitten, ſo 
liegen die beiden Theile der einen auf verſchiedenen Seiten 
der andern, d. h.: in verſchiedenen Theilen der durch die 
letztere zerſchnittenen Ebene.!) 

Vrſ. Die beiden Graden 
AB und CD haben einen ein⸗ 
zigen Punkt P gemein. 

Beh. PC und PD liegen 
in verſchiedenen Theilen der 
durch AB zerſchnittenen Ebene. 

Bew. Man ziehe um das 
Centrum P einen Kreis und 
nenne deſſen Durchſchnittspunkte 
mit den Strahlen PA, PB, \ 
PC, PD beziehungsweiſe A’, B’, C', D'. Ferner benenne man zur 
bequemeren Angabe der Kreisbogen einen beliebigen Punkt des Kreisbogens 
C'B mit X. 

Da nun 

GNR. . 17, III, 
und ARAB . 43, 3. JI 
iſt, ſo folgt: 


GD, . . 20, II, 
d. h.: man muß die Linie AB bei 5“) überſchreiten, um (auf dem 
Kreife) von C' nach D’ zu gelangen. 


9. 45. 
Lehrſatz. (Winkel-Seiten-Winkel-Aatz.) 


Dreiecke ſind congruent, wenn ſie in einer Seite und 
den beiden anliegenden Winkeln übereinftimmen.°) 


1) Die beiden Graden können nicht eine ſolche 
Lage gegen einander haben, wie der dicke und der 
dünne Strich in der hier nebenſtehenden Zeichnung. 
2) Wir beziehen uns auf dieſen Satz durch die Bezeichnung: (wsw). 


3) Mit dieſem Lehrſ. werden die im vorigen Abſchnitt begonnenen Dreiecks⸗ 
betrachtungen wieder aufgenommen. Es iſt wichtig, ſich davon zu überzeugen, daß 
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Vrſ. In den Dreiecken 
ABC und ABO ift: 1) AB 
= AB, 2 A= A, 
3) CB B. 

Beh. Es iſt A ABO 
IN AWEER 

Bew. Man lege das 
4 BA: ABC ſo auf das O 
in die Ebene des letzteren, daß A in A’ und AB längs 4 5 fällt, fo 
gelangt B nach 5“, weil nach Vrſ. 1 45 = AB iſt. Dann liegt 
nach §. 42, L. der Strahl 40 in 4 0, und der Strahl BC in BC, 
weil nach Vrſ. 2 und 3, beziehungsweiſe 4 = / A und B B 
iſt. Die Ecke CO ſchließlich liegt in C“, weil fie als Punkt der Linie 40 
in A’C’ und als Punkt der Linie BC in B’C’ liegen muß, und weil 
die beiden Graden A’C’ und B’C nur den einen gemeinſamen Punkt 
C“ beſitzen. 


Zu ſaßz. 
Alle zweimal gebro- 


chenen Linien find con⸗ 
gruent, wenn ſie in einer 
Ebene liegen und ferner 
in einer Seite und den 
f beiden anliegenden Win: 


keln übereinſtimmen. 


$. 46. 
Eehrſaßz. 
Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, ſo iſt das 
Dreieck über dem gemeinſamen Schenkel derſelben gleich— 
ſchenklig. 


7 auch bei obigem Satze obne Kenntnis der Eigenſchaften der 
Ebene und ſpeciell des Satzes §. 42 nicht zum Ziele zu ge: 
langen iſt. Vorher nehmlich ließe es ſich ſchwer von der Hand 
weiſen, daß die Seiten 40 und BC eines um AB rotirenden 
Dreiecks ABC zwei ſich in zwei oder mehr Linien ſchneidende 
Flächen beſchreiben möchten, obgleich 40 und BC ſich nur in 
einem Punkt ſchneiden. Dann wäre aber obiger Satz os) 
4 B nicht erwieſen. 
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Bri. Im AABC HABE LRT: K. 

Beh. Es iſt 40 = Ah. 

Bew. Nimmt man zur Def. hinzu, daß 
BC fi auch in umgekehrter Richtung gleich iſt 
(§. 18, Z. M, fo folgt auf analoge Weiſe, wie 
im vorigen $., eine ſolche Congruenz des A ABC 
mit ſeinem urſprünglichen Ort, bei welcher nur 
die Ecken B und C ihren Platz vertauſcht haben. 2 7 
Deshalb iſt 40 = AB, weil fie zur Deckung 
eines einzigen Orts gebracht ſind. 

Aufask. 

In jedem einzelnen Dreied, fowie in congruenten 

Dreiecken, liegen gleichen Winkeln gleiche Seiten gegenüber. 


F. 47. 
Refinition. 
Jeder Nebenwinkel eines Dreieckswinkels heißt ein 
Außenwinkel des Dreiecks. 
Lehrſatz. 
Jeder Dreieckswinkel iſt kleiner als ein Außenwinkel 


an einer anderen Ecke. 
2 


Brſ. / BoD iſt F 
ein Außenwinkel des Drei- 2 — 
eds ABC. 
Beh. Es iſt 
ZABO</BCeD. 4 7 2 


Bew. Man ziehe durch die Mitte von BC eine Strecke AMF= 
2 AM und außerdem die Grade CF. 

Dann iſt AABM=ZAFCNM, ..... (sws) 
weil MB= MC, MA = MF und / BMA = / CMF . 27) iſt. 

Hieraus folgt: 

e ($. 29, Z. II) 

mithin: ?!!!! LER ($. 17, D. III) 
weil / FCA ein Theil des Winkels 800 iſt. — Daß der Punkt F 
(und daher der Strahl C“ in der That im Felde des Winkels 80 
liegt, iſt nehmlich deshalb klar, weil der Strahl AF, welcher bei M in 
dieſes Feld eintritt, ſchon die beiden Punkte A und M mit je einer der be⸗ 
grenzenden Graden AD und CM gemein hat, fo daß er fie nicht noch einmal 
ſchneiden, mithin aus dem Winkelfelde B00 nicht wieder austreten kann. 


— 8 u 


Ju ſätze. 

I. Iſt ein Dreieckswinkel recht oder ſtumpf, ſo ſind die 
Außenwinkel an den andern Ecken ſtumpf. 

II. Iſt ein Dreieckswinkel recht oder ſtumpf, ſo ſind die 
Dreieckswinkel an den anderen Ecken ſpitz; der rechte oder 
ſtumpfe Winkel alſo der größte des Dreiecks. 

— Denn fie find die Nebenwinkel von ſtumpfen Winkeln. (Z. I 
und 8.41, Z. I.) 

III. In jedem gleichſchenkligen Dreieck ſind die Baſiswinkel 
ſpitz. 

— Denn da ſie nach §. 29, L. gleich find, fo können fie nach 
Z. I weder recht noch ſtumpf fein. 
IV. In jedem gleichſeitigen Dreieck ſind die Winkel ſpitz. 


Aerfinition. 
Jedes Dreieck mit einem rechten Winkel heißt rechtwinklig, 
jedes Dreieck mit einem ſtumpfen Winkel ſtumpfwinklig, jedes 
Dreieck mit lauter ſpitzen Winkeln ſpitzwinklig. 


$. 48. 
Lerhrſaß. 
In jedem einzelnen Dreieck liegt der größeren Seite (von 
zweien) der größere Winkel gegenüber. 
A Vrſ. Im AABC iſt ABD>AC. 
Beh. Es iſt 4 B 
Bew. I. Man lege das AABO, nach⸗ 
dem man e8 von feiner Stelle entfernt, jo hin, 
daß der / A feinen urſprünglichen Ort mit ver⸗ 
wechſelten Schenkeln deckt §. 22). Dadurch ge⸗ 
langt nach der Vrſ. C in einen Punkt C' der 
B Seite AB, und B in einen Punkt B’ der Ver 
längerung von 40; BC und B’C’ aber 
ſchneiden ſich in einem Punkt D. 
Nach §. 47 ergiebt aber das GCB: 
E. ADP DEZ CHD, 


/ACBD/ ABC. 
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Bew. II. Auf AB ſchneide man eine Strecke 4 
40 = 40 ab, was nach der V. angeht, und 
ziehe die Grade CC’. Dann iſt: 
e ee na N F. 17, Dl HI, 
ZACC , . 29, 7 
und beim A C0 ſchließlich: 
, 40 = Y OBO, 


. 47. 
Daher: 5 a 


/ACB 8 SBN. a 2 Au, III. 
Zu ſatz. 
In jedem Dreieck liegt der größten Seite der größte 
Winkel gegenüber. 
Lehr ſaßtz II. 
In jedem einzelnen Dreieck liegt dem größeren Winkel 
(von zweien) die größere Seite gegenüber. 
Bew. indirect mit Berufung auf L. I und §. 29. 
Zu ſatz. 
In jedem einzelnen Dreieck liegt dem größten Winkel 
die größte Seite gegenüber. 


$. 49. 
Lehrfaß I. 

Unter allen Strecken, welche von einem Punkte aus 
nach den Punkten einer Graden gezogen werden können, iſt 
die Senkrechte die kürzeſte; und die anderen ſind deſto 
länger, je weiter ihre Fußpunkte von demjenigen der Senk⸗ 
rechten entfernt liegen, ſei es auf einer oder auf verſchie⸗ 
denen Seiten der Senkrechten. 

Vrſ. Es iſt P SLX F. 

In einer Richtung der Gra⸗ 

den X folgen auf & die 

Sollte e eee e 

welche mit 2 durch die 

Graden PA, PB, PC. 

verbunden find, in der ans 4 7 m 7 * 

deren Richtung liegt ein 

Punkt 3’ fo, daß S5 = SB iſt, und es iſt die Grade PB’ gezogen. 
Beh err Bar ee 
Bew. Nach dem Satze vom Außenwinkel ($. 47) tft beim 

Worpitzky, Elemente der Mathematik. 4 
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{PSA<Z/PAB</PBO<... 
Und dieſe Winkel find in den betreffenden Dreiecken die größten, weil 
n. d. V. Z PSA = E iſt ($. 47, Z. II), mithin find ihre Gegenſeiten 
beziehungsweiſe die größten (§. 48, Z.), alſo: 

PS<PA<PB<PO<... 
Daß endlich PB = PB iſt, folgt aus der Congruenz der Dreiecke PSB. 
und PSB (sws). 
Lehrſaß II. 

Zieht man von einem Punkte aus verſchieden lange 
Strecken nach einer Graden hin, ſo liegen die Fußpunkte der 
kürzeren demjenigen der Senkrechten näher als die Fuß— 
punkte der längeren. — Denn das Gegentheil widerſpräche dem Lehrſ. I. 

Zu ſätze. 

I. Im gleichſchenkligen Dreieck find die gleichen Seiten 
länger als die Entfernung irgend eines Punktes der Baſis 
von der Spitze. — Oben: BPB. 

II. Jede Kreis ſehne liegt ganz innerhalb des Kreis— 
feldes, alle übrigen Theile 
der Secante aber aufer- 
halb deſſelben. — EinKreis 
und eine Grade haben 
höchſtens zwei Punkte ge— 
mein. — Der Kreis iſt 
eine krumme Linie. 

— Vergl. §. 37 und §. 14, 

D. II. — Hätte der Kreis 
grade Theile, ſo beſätze er 
eben mehr als zwei Punkte 
einer Graden. 

III. Iſt die Länge der von einem Punkt auf eine Grade 
gefällten Senkrechten größer als ein Radius des nm ihn 
beſchriebenen Kreiſes, ſo treffen ſich der Kreis und die 
Grade nicht; iſt die Senkrechte dem Radius gleich, jo haben 
der Kreis und die Grade nur den Fußpunkt der Senkrechten 
gemein; iſt die Senkrechte kürzer als der Radius, fo fchnei- 
den ſich der Kreis und die Grade in zwei Punkten, welche 
auf verſchiedenen Seiten des Fußpunktes der Senkrechten 
liegen. — Vergl. §. 37, L. II. 
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Befinition, 
Die Länge der von einem Punkte aus nach einer Graden 


hin gezogenen Senkrechten heißt der Abſtand oder die Ent⸗ 
fernung des Punktes von der Graden. 


9. 50. 
Lehrſatz I. 
Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks iſt ſtets größer 
als die dritte. 
Vrſ. Es iſt ein beliebiges 


N ABC gegeben. 7 
Beh. Es iſt AB BCO 40. 2 
Bew. Man verlängere AB um 
eine Strecke BC’ = BC und ziehe 4 hr 
die Grade CC’. Dann iſt 
im A, Be. eee De; . S. 20, 
alſo: A. , Aq. , . III, 
endlich im A AC’C: e 
d. i. n. d. Conſtr. ): e 40. 


Lehrſaß II. 

Die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks iſt ſtets kleiner 
als die dritte. 

Vrſ. Im J AC iſt 43 D 30. 4 

Beh. Es iſt AB—-BO<AC. 

Bew. I. Nach L. I iſt: 45 CC ACC, 
folglich nach §. 20, VIII: AB— 50 C 40. 

Bew. II. Man trage auf AB eine Strecke 80 = 
BC ab, was nach der Vrſ. angeht, und ziehe die Grade 
CC. Dann iſt 
im A BCC“: . 
alſo im 40 : ZACCDR>/ACC, f. 41, 

(Z. Tu. 9. 47, Z. II, 

mithin im AAC'C: 40 40, . b. 48, 
d. i. nach der Conſtr.: AC A3 - BC. A 


1) Solche Punkte, Linien und Flachen, welche zur Herftellung des Zuſammen⸗ 
hangs zwiſchen dem Gegebenen und Geſuchten dienen, heißen Hülfs- Punkte, Linien, 
⸗Flächen. Ihre Beſchreibung heißt Conſtruction (constructio, Zufammenfilgung); 
und auf dieſe beziehen wir uns oben durch die abgekürzten Worte: „nach der Eonftruction“. 

4 * 
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kehrfaß III. 


Die Strecke zwiſchen zwei Punkten iſt kleiner als jede 
gebrochene Verbindungslinie derſelben. 


Z z 


A 3 


Vr ſ. Es iſt eine Strecke AB, und außerdem eine gebrochene Linie 
AX V U gegeben. 

Beh. Es iſt AB C AX XY FZ ＋ ZU UB. 

Bew. Zieht man Hülfsſtrecken 4 J, YU, AU in der Weiſe, daß 
eine Folge von Dreiecken AX V, VZ U, AU, 4 UB entſteht, fo iſt 
nach L. I: 

P7177 Ir AAUB, 

l A Ale 

Z.,.“ N Asa SB, 


Acholie. 


Es kann, wovon ſpäter ausführlich geſprochen werden wird, verlangt 
werden, daß man ein Dreieck herſtelle (conſtruire), welches gewiſſen ge⸗ 
gebenen Bedingungen genügt. Die beiden Sätze I u. II dieſes §. find die 
erſten, welche die Willkür bei der Aufſtellung ſolcher Bedingungen ein⸗ 
ſchränken, begrenzen, determiniren (determinare). 

Diejenige „Determination“, auf welche wir hier geführt ſind, 
iſt nehmlich die, daß nach willkürlicher Wahl der Länge zweier Dreiecks⸗ 
ſeiten für die dritte höchſtens ſolche Längen gefordert werden dürfen, welche 
zwiſchen der Summe und der Differenz der beiden erſteren liegen. Soll 
z. B. eine Seite 7”, eine zweite I” lang fein, jo muß die dritte durchaus 
weniger als (I + 7) = 16" und mehr als 9 - 7) 2m betragen. 

Es fragt ſich aber noch, ob alle Dreiecke exiſtiren, welche dieſer Be⸗ 
dingung genügen. 

Dieſe Frage wird im folgenden 8. erledigt. 
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$. 51. 
Nefinitionen. 
I. Diejenige Grade, welche die Centren zweier Kreiſe 
mit einander verbindet, heißt die Centrale der beiden Kreiſe. 
II. Kreife um daſſelbe Centrum heißen coneentriſch ). 


Lehrſatz J. 

Haben zwei nicht concentriſche Kreiſe einen Punkt außer 
halb der Centrale gemein, ſo beſitzen ſie auf der anderen 
Seite der Centrale noch einen zweiten gemeinſamen Punkt; 
und die Centrale iſt kleiner als die Summe, aber größer 
als die Differenz der Radien. 


— Denn die nach dem gemeinſamen Punkt P gezogenen Radien 
bilden mit der Centrale CC, ein A CN, fo daß die Sätze des §. 50 
in Anwendung kommen; und mit dieſem Dreieck iſt auf der anderen 
Seite der Centrale ein A C congruent, da ſich das erſtere fo 
weit um CC, herumdrehen läßt, bis P wieder in einen Punkt P“ der 
Ebene fällt. 


Zu ſaß. 

Die gemeinſame Sehne zweier Kreiſe ſteht auf der Cen⸗ 

trale ſenkrecht. — Vergl. §. 31. 
Lehrſaß III.“ 

Iſt die Centrale zweier nicht concentriſchen Kreiſe 
kleiner als die Summe und größer als die Differenz der 
Radien, ſo haben die beiden Kreiſe auf jeder Seite der 
Centrale einen Punkt gemein. 


1) con, cum, mit, und centrum. 
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Vrſ. Zwiſchen ber Gen» 
trale CC! ce und den Radien 
r, i zweier Kreiſe iſt die Re⸗ 
lation gegeben: 

1 — n<e<r-+tr. 


Beh. Die beiden Kreiſe 
haben auf jeder Seite der Gra⸗ 
den CC einen Punkt gemein. 


Bew. Man denke zu⸗ 
nächſt bloß den Kreis mit dem 
kleineren Radius r, um C ges 
zogen und beachte ſeine Durch⸗ 

4 1 ſchnittspunkte: X mit der Rich⸗ 
tung C1, Y mit der entgegen⸗ 
geſetzten Richtung. 


Da nach der Vrſ. 
1 — i Sc, alſo r Se ＋ xi, d. i. 1 OY 
iſt, jo liegt Y außerhalb des mit dem Radius r um C gezogenen zweiten 
Kreisfeldes ($. 37, L. II). 

Der Punkt X aber liegt innerhalb deſſelben. 

In dem Falle nehmlich, in welchem ei iſt, hat man nach der Vrſ.: 

ie, alſo r e 11, d. i. T CX. 

In dem Falle ferner, in welchem e=r; iſt, liegt X im Centrum C. 

In dem Falle endlich, in welchem ce <r, iſt, liegt C zwiſchen X 
und C, fo daß 

S 
iſt. 

Alſo in jedem dieſer drei möglichen Fälle begrenzt der Kreis um C 
ein Flächenſtück, welches einen dem Punkte X benachbarten Theil des 
Kreiſes um C enthält, einen dem Punkte Y benachbarten Theil deſſelben 
aber nicht enthält. Mithin müſſen die beiden von X nach Y führenden 
Kreisbogen durch den Kreis um O hindurchgehen; w. z. b. w. 


Ju ſatz. 
Aus je drei Strecken, von denen die eine kleiner als 
die Summe und zugleich größer als die Differenz der bei— 
den anderen iſt, läßt ſich ein Dreieck zuſammenſetzen. 
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— Denn die Kreiſe, welche um die Endpunkte der einen Strecke 
mit den anderen Strecken als Radien gezogen werden, ſchneiden ſich 
nach L. II; und der Schnittpunkt iſt die dritte Ecke des Dreiecks. 


Acholie. 


Iſt die Centrale zweier Kreiſe gleich der Summe oder gleich der 
Differenz ihrer Radien, ſo treten Beziehungen der Kreiſe zu einander ein, 
deren Betrachtung uns hier zu weit führen würde. Das Nähere über 
ſie findet ſich in Cap. IV, welches ſich hauptſächlich mit den Kreiſen 
beſchäftigt. 


F. 52.1) 
Mefinitionen. 


I. Jede geſchloſſene viermal gebrochene Linie heißt 
ein Viereck. 


II. Jedes Viereck mit zwei ſich ſchneidenden Seiten heißt 
überſchlagen.? 


III. Als Felder der Viereckswinkel rechnet man in unüber⸗ 
ſchlagenen Vierecken diejenigen, welche das Vierecksfeld, 
d. h. das vom Viereck begrenzte Stück der Ebene, bedecken. 


Lehr ſatz I. 


In jedem überſchlagenen Viereck iſt die Summe der ſich 
ſchneidenden Seiten größer als die Summe der beiden 
anderen. 


1) Dieſer $. dient hauptſächlich dem zweiten Beweiſe des Lehrſ. I in §. 54, bietet 
aber auch ſonſt in mancher Hinſicht Intereſſe. 

2) Ein überſchlagenes Vlereck iſt verzweigt (5. 10), jedoch wird fein Verzwei⸗ 
gungspunkt nicht als Ecke gerechnet. Wollte man den Verzweigungspunkt — in der 
Figur des Textes X — als Ecke anſehen, ſo würde ein Fünfeck von beſonderer Ge⸗ 
ſtalt hervorgehen. 
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Vrſ. Im überſchlagenen Viereck 450 


ig 7 ſchneiden ſich die beiden Seiten AB und OD. 
Beh. Es iſt AB-CDDAD-+ BC. 
Bew. Der Durchſchnittspunkt von AB und 
1 ya CD werte mit X bezeichnet. Dann iſt 
1) im AX D: XA+-XD>AD, . . 50, I, 
2) im A BXC: XB+XC>BC; ...$.50,1 
Daher: (XA+XB\+ (XC+XD)>AD+BC $. 20, VI, 


d.i.nahter®if.: AB . CD >AD-+BC. 


Lehrſatz II. 


Hat ein unüberſchlagenes Viereck einen überſtumpfen 
Winkel, ſo geben die Schenkel des letzteren eine kleinere 
Summe als die beiden anderen Seiten. 


Vrſ. Das unüberſchlagene Viereck 
ABCD hat bei A einen überſtumpfen 
Winkel. 

Be h. Es iſt AB+AD<CB-+CD. 
Bew. Man verlängere den einen 
= Schenkel BA des überftumpfen Winkels 
bei A über dieſen Punkt hinaus, bis die 

Seite CD in einem Punkte X getroffen wird. Dann iſt 


9 


3 


1) im AADX: ADRA 50, J. 
2) im ACBX: AB+AX<COB-+H-CX....$. 50, I. 
Daher: AB-+AD+AX<CB + (CX ＋ DNA Ax 
[$. 20, VI. 
Mithin: AB+AD <CB+CD,..!$.20, VIII. 
$. 53. 
Acholie. 


Der $. 47 und die bis jetzt aus ihm gezogenen Folgerungen finden, 
wie ſich in den nächſten SS. zeigen wird, auch eine nützliche Verwendung 
für die Vergleichung zweier Dreiecke, nachdem man dieſelben durch An⸗ 
einanderlegen zu einer zuſammenhängenden Figur verbunden hat. 
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$. 54. 
eehrſagß J. 

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten überein, ſo ſind 
die dritten Seiten in demſelben Sinne ungleich, wie ihre Gegen: 
winkel. 

Vrſ. In den Dreiecken ABC 
und ABC’ iſt: 1) 45 = AB., 

2) 40 A4. C, 3 CA , A. 
Beh. Es iſt 50 BC. 
Bew. I. Man lege das 4 

ABO fo an das A ABO, daß 

A in 4 und 43 in die Rich⸗ 


0 
5 — 
tung von AB fällt. Dadurch ge⸗ 
langt B' nach B (Prſ. 1), C“ aber * 
in einen ſolchen Punkt Ci, daß, 47 * 
wenn man die Grade CC, zieht, 
das A CAC, über CC, gleich⸗ 0 
ſchenklig wird Vrſ. 2). Denkt man 
ſich nun die ganze Ebene durch die 
Halbierungslinie des Winkels C401 
zerſchnitten, jo liegen die Punkte 8 4 B 
und C in einer einzigen Halbebene 
(Brſ. 3), und CC, wird in einem 
Punkte M fentrecht halbiert ($. 42, 7 
Z. IV,, weshalb der Fußpunkt & 
der von B auf CO, gefällten Senkrechten B näher an Ci als an G 
liegt ($. 25, Z.). Folglich iſt nach §. 49, L. I: 

BGS Gee BON 

Anm. Iſt . A ＋ A. = 2 KL, fo fällt in der Figur 1 mit 
zuſammen, iſt dagegen Z 4 ＋ A 22, fo liegt CC, außer⸗ 
halb des Vierecksfeldes CAC,B. Daß der Punkt B in CC, oder zwiſchen 
dieſer Linie und dem Punkte 4 liege, kann man, wenn man es will, 
vermeiden, indem man nicht den kürzeren Schenkel des Winkels bei 4 
mit AB benennt ($. 49, Z. I. 

Trotz aller möglichen Verſchiedenheiten der Figur tritt übrigens nirgends 
ein Anlaß ein, den Beweis abzuändern; verſchiedene Fälle ſind alſo nicht 
zu betrachten, wie beim Bew. II. Auch bleibt der Beweis wörtlich der⸗ 
ſelbe, wenn man das A ABC auf, anſtatt an A ABO legt. 
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Bew. II. Man lege das A ABO fo auf das ATABC, daß 
A in A und 45 längs AB fällt. Dadurch gelangt B' nach B 
(Br. 1) und A’C’ in das Winkelfeld 5.40 (Bri. 3); es hängt aber 
von der Geſtalt der beiden Dreiecke ab, ob C' noch in das Feld des 
G ABC, oder außerhalb deſſelben, oder in die Seite 50 fällt. 


ler Fall: Die Ecke C“ 
falle in einen Punkt ( des 
Dreiecksfeldes ABO. Dann iſt 
4050 ein unüberſchlagenes Vier⸗ 
eck mit einem überſtumpfen Winkel 


0 


5 bei Ci; mithin: 
A0 ＋ N Ad NN "BAT: 
Aber: 40 AU IN Vrſ. 2. 
Folglich: e $. 20, VIII. 
i. , 
0 
2er Fall: Die Ecke C“ falle in einen 
6 Punkt Oz der Seite BC. Dann iſt 50 
BC; nach $. 17, D. III, mithin 80 'C. 
A B 
7 Zur Fall: Die Ecke C“ falle in einen 
Punkt C, außerhalb des Dreiecksfeldes ABO. 
G Dann iſt 403; ein überſchlagenes Viereck, 
in welchem ſich die Seiten BC und 405 
4 2 ſchneiden; mithin: 
A eee . 2, 1 
Aber: 403 WA 2 By. 2. 
Folglich: S F. 20, VIII. 
irn: BOD B'. 


Lehrſatz II. 


Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten überein, ſo 
ſind die Gegenwinkel der dritten Seiten in demſelben Sinne 
ungleich, wie dieſe dritten Seiten. 
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= I 


Prſ. In den Dreiecken ABO um 
A B itt ABA AO, 
= A, d B 

Beh. Es iſt 1 

Bew. I. Man lege das A ABC’ 
jo an (oder auch auf) das A ABC, daß 
in A und AB längs AB fällt. 
Dadurch gelangt 5, nach B (Prſ. 1) 
und C' in irgend einen Punkt Cl. Man 
ziehe ferner die Grade CC, und fälle von 
A und von B aus auf dieſe die Senk⸗ 
rechten AM und 58. 

Von den beiden Punkten M und 8 
liegt der letztere näher an Ci als an C, 
weil BC, < BC iſt Vrſ. 3, und §. 49, 
L. II), M aber nimmt, weil A CAC, 
über CC, gleichſchenklig iſt, die Mitte 
zwiſchen Ci und C ein ($. 30, Z. I); 
mithin liegt, da die beiden Senkrechten 
MA und SB zu CC, ſich nicht ſchneiden 
konnen ($. 25, Z.), der Punkt B auf der⸗ 
ſelben Seite der Graden MA, wie der 
Punkt Ci, m. a. W.: die Grade AM 
liegt mit der einen oder der anderen Richtung) im Felde des Winkels 
BAC. Da fie außerdem den / C4 halbiert ebenfalls nach $. 30, 
Z. J), fo ergiebt ſich: 

£ BAC>/ Bud, d. i.; r BAC > Z „. 
— Vergl. die Anm. zum Bew. I des vorhergehenden Satzes. 

Bew. II: indirect mit Berufung auf L. I und $. 28. 


$. 55. 
Lehrſatz. (Winkel-Winkel⸗Seiten-Satz. )) 


Dreiecke ſind congruent, wenn ſie in einer Seite 
einem anliegenden und dem gegenüberliegenden Winkel 
übereinſtimmen. 


) Wir beziehen uns auf dieſen Satz durch die Bezeichnung: wers). 
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Fr Mrz 


Br. In den n ABC und ABC’ iſt: 1) AB= ADB), 
2) LA = N A, 3) (C= C.. 

Beh. Es iſt J ABO N AB O. 

Bew. Man lege das eine Dreieck fo auf das andere, daß A’ mit 
A und die Richtung A’B’ mit AB zuſammenfällt. Dann deckt ſich auch 
die Ecke B' mit 5 (Brf. 1) und die Richtung 40“ mit 40 (Vrſ. 2). 
Fiele nun hierdurch C' nicht mit CO zuſammen, ſondern mit einem anderen 
Punkt ( des Strahles 40, fo entſtände dadurch ein A BO, in 
welchem nach Vrſ. 3 ein Winkel dem Außenwinkel an einer anderen Ecke 
gleich wäre. Da dies aber nach $. 47 nicht möglich iſt, fo folgt, daß 
auch C“ mit C zufammenfällt, die beiden Dreiecke mithin zur volligen 
Deckung gelangen. 


F. 56. 
Lehrſatz. (Seiten-Seiten-Winkel-Katz. )) 
Dreiecke ſind congruent, wenn ſie in zwei Seiten und 
dem Gegenwinkel der größeren von dieſen übereinſtimmen. 


7 


Vrſ. In den Dreiecken ABC und ABC’ iſt: 1) 45 = AB,, 
˖˖«ͤ Ye . 

Beh. Es iſt J 450 ABC”. 

Bew. Man lege das A A'B’C’ ſo an das A ABC, daß 4“ 
in A und A’B’ längs AB fällt. Dadurch gelangt ZB’ nach B Vrſ. 1). 


1) Wir beziehen uns auf dieſen Satz durch die Bezeichnung: (Ssw), wo durch 
das große S die größere Seite angedeutet wird. 
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Der neue Ort der Ecke C' heiße Ch. Zieht man nun die Grade CO, 
fo geht dieſe nach $. 49, Z. I nicht durch die Ecke B, weil das G CAC, 
über CC, gleichſchenklig Vrſ. 2), und AB > AC Prſ. 3 ift. Im 
gleichſchenkligen A CAC, iſt aber 


%% AGO; 1.“ $. 29, 
und ferner ift: A ACBIZR ZB Vrſ. 4.) 
Folglich iſt: eee $ 2 WII, 
mithin im A CB: JO 2 — AWO ae $. 46, 
N e; 
und deshalb: c (35 

$. 57. 
eehrſatz.“ 


Stimmen Dreiecke in zwei Seiten und in dem Gegen— 
winkel der kleineren von dieſen überein, ſo ſind entweder 
die Dreiecke congruent, oder die Gegenwinkel der größeren 
Seiten ſind Supplemente von einander. 


Vrſ. In den Dreiecken ABC und 45 C iſt: 1) A5 AA, 
2 40 = AC“, 3) 45 S AC, 4) C ACB = A CB. 

Beh. Entweder iſt AABC = A ABC, wodurch / ABC 
= / AB! hervorgeht; oder es iſt ABC ＋ C AC =. 

Bew. I. Man lege, was nach Vrſ. 1) angeht, das ABC“ ſo an 
das A ABC, daß es in die Lage ABC, 
fällt, und ziehe die Grade CC. 0 

Da man wegen Vrſ. 3) den Satz 
§. 49, Z. I nicht verwenden kann, fo 
kann es geſchehen, daß CC, dann nicht 4 
durch B geht, in welchem Falle entweder 
die im vorigen §. oder die hierneben ge- 
zeichnete Figur entſteht; und wenn dies 
geſchieht, ſo folgt durch dieſelben Be⸗ 
trachtungen, wie im vorigen §., die Con⸗ 
gruenz des Dreiecks ABC mit ABC, 
oder 4 5 C. 


A 


1) Wir beziehen uns auf dieſen Satz durch die Bezeichnung: (sst). 
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0 Die Grade CC, kann aber auch 
durch B gehen; und dann braucht offen⸗ 
bar nicht BC = BO, zu fein, wie im 
ſo eben beſprochenen Fall. Man erſieht 
4 jedoch, daß die beiden Winkel ABC 
z und ABC, d. i. die beiden Winkel 
ABC und A’B’C’ Supplemente von 
einander ſind. 
0 
Bew. II. Legt man das 45 C fo auf das A ABO, daß 
A in A, C' in C und C'! in die 
ce Richtung CB fällt — dies geht nach 
Vrſ. 2 und 4 an — fo iſt der neue 
B (B,) Ort des Punktes 5“ nicht durch den 
Abſtand von C, ſondern nach Vrſ. 1) 
durch den Abſtand von 4 beſtimmt, 
A und zwar als ein Schnittpunkt der Gra⸗ 
FL, den BC und des um A mit dem Radius 
B,(B) AB gezogenen Kreiſes. Vergl. $. 35, 
| D. I. Der fragliche Kreis hat aber, 
wenn nicht zufällig / ABC ein rechter 
iſt, mit BC noch einen zweiten Punkt 3, gemein ($. 49, Z. III), und 
tiefer liegt wegen der Vrſ. 3, daß AB T 40 ſei, von C aus nach 
derſelben Richtung wie B; weshalb die beiden Dreiecke 405 und ACB, 
der Vorausſetzung genügen. 
Daß die beiden Winkel ABC und AB,C Supplemente von einander 
ſind, folgt aus der Gleichheit der Baſiswinkel im gleichſchenkligen Dreieck 
BAB. 


Zuſatz 
Dreiecke ſind congruent, wenn ſie in zwei Seiten und 
in dem Gegenwinkel der kleineren von dieſen übereinftim- 
men, und wenn außerdem die Gegenwinkel der größeren 
Seiten entweder zugleich ſpitz oder zugleich ſtumpf ſind. 
— Denn dann können die letzteren nicht Supplemente von ein⸗ 
ander ſein. 


1) Wir beziehen uns auf dieſen Sat durch die Bezeichnung: (8870), wo das 
große 8 wieder, wie in 8. 57, die größere Seite andeuten ſoll. 


www.rcin.org.pl 


En 


Acholie. 

Soll man ein Dreieck conſtruiren, in welchem zwei Seiten und der 
Gegenwinkel der einen von dieſen eine verlangte Größe haben, ſo iſt dies 
nicht immer möglich. Denn ſeien Seite 40 und / O von der ver⸗ 
langten Größe, fo darf man nach §. 49, Z. III die Gegenſeite des / C 
nicht kürzer fordern, als der Abſtand des Punktes 4 vom zweiten Schenkel 
des Winkels bei C lang iſt. 

Von den Umkehrungen des erſten Satzes über Dreieckscongruenzen 
(sws) bleibt jetzt noch die eine übrig, welche die Übereinſtimmung in den 
drei Winkeln vorausſetzt: (www) oder 32%]. Dieſe Vorausſetzung enthält 
aber, wie ſich in Cap. III herausſtellen wird, einen Pleonasmus, da der 
dritte Dreieckswinkel durch die beiden anderen ſchon völlig beſtimmt iſt, 
und andererſeits durchaus kein Merkmal für die abſolute Länge der Seiten, 
ſondern nur für den Quotienten derſelben, wovon in Cap. VI ausführ⸗ 
lich die Rede ſein wird. 

Bevor wir aber zur Beſprechung der offen gebliebenen Frage über⸗ 
gehen, werden wir noch einige nutzbare Sätze über das rechtwinklige Dreieck 
aufführen und dann in einem beſonderen Abſchnitt eine praktiſche Seite 
der Planimetrie ins Auge faſſen, nehmlich die Auflöſung von Conſtructions⸗ 
aufgaben, welche ſich durch die vorhergehenden theoretiſchen Lehren unter 
Vorausſetzung der in den Poſtulaten geforderten Leiſtungen bewältigen laſſen. 


$. 58. 
Definition. 
Im rechtwinkligen Dreieck heißt die Gegenſeite des 


rechten Winkels Hypotenuſe,) die anliegenden Seiten aber 
heißen Katheten. ?) 


ehrſatz. 

Stimmen rechtwinklige Dreiecke in der Hypotenuſe 
überein, ſo liegen in ihnen dem größeren Winkel die 
größere Seite, und umgekehrt der größeren Seite der 
größere Winkel gegenüber.“) 


1) Von broretvo, ich überſpanne. 

2) Von wubinr, ich lege heran. 

3) Die beiden bier zuſammengezogenen Sätze werden in der folgenden Vrſ. und 
Beh. durch A und B unterſchieden. 


VVVWWW. TCI. Of. Pl 
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Vrſ. A. In den Drei⸗ 


7. r ecken ABC und 4 BC. iſt: 
1), Ute Al; 
2 = 
1 Blink AD Ah 
N | Beh. A. Es iſt BCB. O.. 
B, 3 Vrſ. B. In den Drei⸗ 


ecken ABC und ABC’ iſt: 
F 
r 
een 
4 Beh. B. Es iſt / A , A. 
Bew. beider Sätze durch Verdoppelung der Dreiecke über die Ka⸗ 
theten 40 und 40“, um dann den Satz $. 54, I, beziehungsweiſe den 
Satz $. 54, II auf die fo entſtandenen Dreiecke BA BI und BAB 
anzuwenden. 


$. 59. 
Aus dem vorigen §. in Verbindung mit §. 29, Z. II, §. 46, Z., 
6, 48, §. 53 und $. 54 folgt als gemeinſchaftlicher 


Ju ſatz. 

Gleiche Seiten liegen gleichen Winkeln gegenüber, 
gleiche Winkel gleichen Seiten; die größere Seite dem grö— 
ßeren Winkel, und der größere Winkel der größeren Seite: 

1 in jedem einzelnen Dreieck; 

2 in congruenten Dreiecken; 

3) in rechtwinkligen Dreiecken mit gleicher Hypotenuſe; 
4 gilt daſſelbe in ſolchen Dreiecken, welche in zwei 

Seiten übereinſtimmen, für die dritten Seiten und 

deren Gegenwinkel. 

— In allen anderen Fällen iſt der analoge Schluß nicht geſtattet. 


$. 60. 
Lehrſatz. 
Stimmen rechtwinklige Dreiecke in der Hypotenuſe 
überein, aber nicht in der einen Kathete, ſo ſind die zweiten 
Katheten im entgegengeſetzten Sinne ungleich. 
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B 2 eg" c' Vrſ. In den Drei- 
ecken ABC und A’B’C’ 
iſt: 

5 40 = =. 
4 2 A, 
MAC Ae. 
Beh. Es iſt BC 
A, r 


Bew. Schneidet man auf dem Strahl CA eine Strecke OA, — CA 
ab, fo fällt A, über A hinaus Vrſ. 3). Daher iſt BA, > BA (F. 49, 
L. I); denn es ſteht 80 1 CA Vrſ. 1). Alſo liegt, weil 41 0 L BC 
ſteht, nach §. 49, L. II auf dem Strahle OB der Punkt 57, welcher 
AB, = AB ergiebt, zwiſchen 8 und C. Da nun AABC = 
N ABC’ geworden iſt (Ssw), fo folgt: B > B'C". 


B. Conſtructionsaufgaben. 


F. 61. 
Acholie. 

Eine Conſtructionsaufgabe auflöſen heißt, eine vorgeſtellte 
und mit verlangten Eigenſchaften ausgeſtattete Figur durch 
wiederholte Ausführung von Poſtulaten nach und nach ent- 
ſtehen laſſen die Figur als eine Wiederhelungsvariation der Poſtulate 
darſtellen). 

Wie man beim Beweiſe der Lehrſätze berechtigt iſt, ſich nicht nur auf 
die Axiome ſelbſt, ſondern auch auf die durch ihre Verbindung erlangten 
Reſultate, nehmlich auf die ſchon bewieſenen Lehrſätze, zu berufen: ebenſo 
iſt man bei der Behandlung von Conſtructionsaufgaben berechtigt, ſich 
nicht nur auf die Ausführbarkeit der Poſtulate ſelbſt, ſondern auch auf 
die Ausführbarkeit der etwa ſchon hergeſtellten Verbindungen der Poſtulate, 
nehmlich der bereits gelöſten Aufgaben, zu berufen. 

Bei der Auswahl der in Betrachtung gezogenen Lehrſätze war der 
Geſichtspunkt maßgebend, daß die Eigenſchaften ſolcher Figuren erforſcht 
werden ſollten, welche ſich in verwickelteren Figuren häufig als Beſtand⸗ 
theile vorfinden. In ähnlicher Weiſe werden wir diejenigen Conſtructions⸗ 
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aufgaben der Behandlung unterwerfen, auf welche man bei verwickelteren 
Conſtruectionsaufgaben häufig zurückkommt. 

Die einfachſten Aufgaben dieſer Art würden ſich mit wenigen Worten 
erledigen laſſen; wir werden aber wenigſtens die grundlegenden unter ihnen 
zum Zwecke rechtzeitiger Unterweiſung des Schülers mit dem ganzen Apparat 
behandeln, ohne welchen er bei ſchwierigeren Aufgaben nicht leicht zum 
Ziele gelangt. — Bei der Repetition iſt es für ihn vor allen Dingen 
nützlich, ſich die noch wenig verwickelten Ideenverbindungen vorzuführen, 
durch welche der Weg zur Auflöſung gefunden iſt. 

Da wir es in der Planimetrie nur mit Figuren in einer gegebenen 
Ebene zu thun haben, ſo gelangt hier das Poſtulat II nicht zur Ver⸗ 
wendung, ſondern einzig und allein das erſte und das dritte, nehmlich: 

I. Durch zwei gegebene Punkte eine (unbegrenzte) Grade zu ziehen. 

III. Um einen gegebenen Punkt einen Kreis von gegebenem Radius 
zu ziehen. 

Die Beſtimmung eines einzelnen Punktes wird durch Ausführung keines 
Poſtulats direct erreicht. 

Man muß mithin, um einen Punkt zu beſtimmen, ent⸗ 
weder zwei anderweitig beſtimmte Grade oder Kreiſe oder 
eine ſolche Grade nebſt einem ſolchen Kreiſe ermitteln, in 
denen der geſuchte Punkt liegt. 

Die Mittel, um eine an die geometriſche Figur erinnernde Zeichnung 
zu entwerfen, ſind: 

1) zur Veranſchaulichung der Ebene die Oberfläche des Papiers, der 
Wandtafel und dergl., 

zur Veranſchaulichung der Graden der mit Hülfe eines Lineals ge- 
zogene Strich, 

zur Veranſchaulichung des Kreiſes der mit Hülfe eines Zirkels ge— 
zogene Strich. 


2 


Se 


3 


$. 62. 
Aefinition. 

Jede Linie oder Fläche, deren Punkte ſämmtlich einer 
einzigen für einen Punkt aufgeſtellten Bedingung genügen, 
heißt der geometriſche Ort dieſes Punktes. 

Z. B. iſt das Kreisfeld der geometriſche Ort eines Punktes, deſſen 
Abſtand vom Centrum die Länge des Radius nicht erreicht. 
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$. 63. 
> Aufgabe.) 


Auf einer gegebenen Graden von einem gegebenen 
Punkte aus nach einer gegebenen Richtung eine gegebene 
Strecke abzutragen. 

Vorausſetzung. Es —' ..— 
iſt eine Strecke r und eine 
unbegrenzte Grade AB ge⸗ 
geben. 

Forderung. Auf der 
Richtung AB foll von A 
aus eine Strede abgetragen 
werden, welche —= r ift. 

Analyſis. Nehmen 
wir an, AX ſei die ver⸗ 


1) Jede Aufgabe beſteht aus der Vorausſetzung, welche die gegebenen Dinge 
aufzählt, und der Forderung, welche angiebt, was mit denſelben gemacht werden 
fol. — Man pflegt zur Förderung des genauen Verſtändniſſes, nachdem die Aufgabe 
im Allgemeinen ausgeſprochen iſt, dieſe beiden Theile noch einmal von einander ge⸗ 
ſondert unter Beziehung auf einen als Beiſpiel dienenden beſonderen Fall aufzuführen. 

Die eigentliche Behandlung der Aufgabe beginnt mit der Analyſis (avaduaıg, 
Auflöſung) — worunter wir die zur Auflöſung führende Überlegung verftehen. — Man 
ſtellt ſich in ihr die Aufgabe als bereits gelöſt vor (etwa, wie der Baumeiſter ein erſt 
zu bauendes Gebäude) und verändert nöthigenfalls die Figur durch hinzugefügte Hülfs⸗ 
punkte, Hülfslinien u. |. w. (die Baugerüſte) fo lange, bis die Möglichkeit des Auf⸗ 
baus der ganzen Figur durch Ausführung an einander gereihter Poſtulate (des Bau- 
materials) nach bekannten Lehrſätzen einleuchtet. Natürlich darf man hierbei Aufgaben, 
welche ſchon gelöſt ſind, wie Poſtulate verwenden. 

Dann folgt die Conſtruction, d. i. die Beſchreibung, wie die Poſtulate und 
die bereits gelöſten Aufgaben nach und nach unter Benutzung der einzelnen Theile 
der Vorausſetzung angewandt werden (der Aufbau des Gebäudes mit den nöthigen 
Gerüſten); hierauf die Behauptung, welche ausſpricht, was wir als das gewünſchte 
Reſultat lals Bau nach Abnahme der Gerüſte) angeſehen wiſſen wollen; und der 
Beweis von der Richtigkeit dieſer Behauptung, welcher ſich eben ſo ſehr auf die 
Thatſachen der Conſtruction als der Vorausſetzung zu ſtützen hat (Beſichtigung und Ab⸗ 
nahme des Baues). Den Beſchluß macht die Determination, d. i. die Unterſuchung, 
ob und welche Einſchränkungen für die Ausführbarkeit der Conſtruction vorhanden ſind. 

Giebt es ſolche Einſchränkungen nicht, ſo pflegt man übrigens wohl die Deter⸗ 
mination wegzulaſſen. Desgleichen unterdrückt man in der Darſtellung — nicht aber 
beim Auflöſungsverſuch — die Analyſis, wenn ihre Ideenverbindungen durch Con⸗ 
ſtruction und Beweis klar zu Tage treten; oder endlich auch: man giebt nur die 
Analyſis und läßt Conſtruetion ſammt Beweis fort, wenn die Analyfis hinreichend 
ausgeführt iſt, um über die einfachſte Art der Conſtruetion keinen Zweifel übrig zu laſſen. 

5 * 
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langte Strecke, ſo wird ihr geſuchter Endpunkt X durch zwei Bedingungen 
beſtimmt: 1) daß er in der Richtung AB liege, und 2) daß er von A 
die Entfernung » habe, eine Anforderung, welcher alle Punkte des Kreiſes 
mit dem Radius r um das Centrum A genügen. Der Punkt X liegt 
alſo dort, wo dieſer Kreis und die Richtung 4 ſich ſchneiden. 

Conſtruction. Wir ziehen um A einen Kreis vom Radius „ 
und benennen deſſen Schnittpunkt mit der Richtung AB durch X. 

Behauptung. Ax iſt die verlangte Strecke. 

Beweis. X liegt nach der Conſtr. in der Richtung AB, und 
ferner iſt AX = r als ein Radius des um das Centrum A gezogenen 
und nach Poſt. III conſtruirbaren Kreiſes, deſſen Radien nach der Conſtr. 
ſämmtlich — r find. 

Determination. Die Conſtruction iſt ſtets möglich, da ber 
Strahl AB nach §. 35, Z. I von jedem Kreiſe um das Centrum A 
geſchnitten wird. 


F. 64. 
Aufgabe. 


Ein Dreieck zu conſtruiren, deſſen Seiten gegebenen 
Strecken gleich ſind. 


5 Vrſ. Es find drei 
a BE Strecken a, b und ec ge 
5 geben. 


Ford. Ein Dreieck zu 
conſtruiren, deſſen Seiten 
den Strecken a, 5 und e 
beziehungsweiſe gleich ſind. 

Anal. Nehmen wir 
an, es ſolle ein A ABC 
die Seite AB = c, 
BC = a, CA = b be- 
ſitzen, ſo iſt zunächſt die 
eine Seite AB = e ohne 
Weiteres conſtruirbar. 

Dann handelt es ſich 
noch um die Beſtimmung 
der dritten Ecke C. Wäre 
für dieſelbe nur die Bedingung vorhanden, daß 40 — 6 fein ſoll, fo 
würde jeder Punkt des mit dem Radius 5 um das Centrum A gezogenen 
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Kreiſes derſelben genügen. Ebenſo iſt aber auch der mit dem Radius a 
um B gezogene Kreis ein geometriſcher Ort des Punktes C. Da wir 
jetzt zwei Linien kennen, in denen C liegt, nehmlich die beiden erwähnten 
Kreiſe, fo iſt auch der Punkt C conſtruirbar. 

Counſtr. Auf einer beliebigen Graden mache man eine Strecke 
AB c und ſchlage um A einen Kreis mit dem Radius 5, um B einen 
Kreis mit dem Radius a. Den einen Schnittpunkt 0 dieſer Kreiſe vers 
binde man mit A und mit B durch grade Linien. 

Beh. Das A ABC hat die verlangten Eigenſchaften. 

Bew. Es iſt AB= gemacht, und ferner ft 40 = 5, BC a 
als Radien der in dieſen Abſtänden um A und B gezogenen Kreiſe. 

Determ. Damit die beiden um A und B gezogenen Kreiſe ſich 
ſchneiden und dadurch die Conſtruction des A ABC möglich machen, 
muß nach F. 50 die größte der Strecken a, 5, „ kleiner als die Summe, 
die kleinſte aber größer als die Differenz der beiden anderen gegebenen ſein. 
Sonſt enthält die Forderung ein unausführbares Verlangen. 


F. 65. 
Aufgabe. 

Von dem gegebenen Ausgangspunkt eines Strahles 
aus einen zweiten Strahl zu ziehen, welcher auf einer ge- 
gebenen Seite des erſteren mit ihm einen gegebenen Winkel 
bildet. 

Vrſ. Es find ein vom 
Punkte 4 ausgehender Strahl 
AX und ein / BA! ge 
geben. 

Ford. Von A aus einen 
zweiten Strahl zu ziehen, wel⸗ 
cher mit AX auf einer vorher⸗ 
beſtimmten Seite dieſer Graden 
einen dem / BAC gleichen 
Winkel bildet. 

Anal. Nehmen wir an, 
AY ſei der verlangte Strahl, 
ſo entſtehen zwei congruente 
Dreiecke, wenn man auf AX € 
und A die Strecken AB = 
AB und 40 = A macht 
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und ſchließlich die Graden BC und B’C’ zieht (sws). Das A ABC 
aber läßt ſich, da man die Seiten des A A’B’C" kennt, nach Anweiſung 
des vorigen §. conſtruiren. 

Wenn man eine möglichſt einfache Conſtruction anſtrebt, ſo kann man 
ſich noch die Bemerkung zu Nutzen machen, daß nach F. 63 zwei Kreiſe 
dazu gehören, um auf den Schenkeln des Winkels 4“ von dieſem Scheitel 
aus ungleiche Strecken A’B’ und A’C’ abzuſchneiden, während ein Kreis 
ausreicht, falls man dieſe beiden Strecken gleich groß nimmt. 

Conſtr. Man ſchlage um A’ und um A mit beliebigen aber gleichen 
Radien je einen Kreis, von denen 
der erſtere die Schenkel des Winkels 
BAC“ in Bi und Ci, der zweite 
aber AX in B ſchneide. Dann ziehe 
man die Strecke 5101 und ſchlage 
mit dieſer um B einen Kreis, welcher 
den um A gezogenen Kreis auf der 
in der Aufgabe genaunten Seite der 
Graden AX im Punkte C ſchneidet, und ziehe ſchließlich den Strahl 40. 

Beh. Der / BAC iſt der verlangte. 

Bew. Zieht man die Grade BC, ſo iſt ABAC=ZABAC' 
(358), mithin / BAC=/ BAC F. 59). 

Determ. Die Aufgabe iſt ſtets lösbar. 


Acholie. 

Enthält eine Conſtructionsaufgabe eine Anforderung 
an die Größe eines Winkels in der zu conſtruirenden Figur, 
ſo muß die Analyſis ſich (in letztem Betracht) immer auf 
die Ermittelung von Dreiecken richten, welche nach dem 


Dreiſeitenſatz congruent find. — Denn die bisher bekannt ge- 
wordenen Sätze bieten kein anderes Mittel zu dem fraglichen Zweck. 
F. 66. 
Aufgabe. 


Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches zwei Seiten 
und deren Winkel gegeben ſind. 


$. 67. 
Aufgabe. 
Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches eine Seite und 
die beiden anliegenden Winkel gegeben ſind. 
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— Die Conſtruction geſchieht durch zweimalige Ausführung der 
Aufgabe §. 65. — Wie lautet die Determination? Kann man ſchon 
angeben, wann ein Dreieck entſtehen muß, oder nur, wann ſicher keins 
entſteht? 


8. 68. 
Aufgabe. 
Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches zwei Seiten 
und der Gegenwinkel der einen von dieſen gegeben find. 
— Zur Analyſis und Determination vergleiche man §. 57. 


Acholie. 
Hiermit ſind die den Congruenzſätzen entſprechenden Dreiecksaufgaben 
erſchöpft bis auf die dem Winkel⸗Winkel⸗Seiten⸗Satz entſprechende, welche 
ſich erſt in Cap. III löſen läßt. 


8. 69. 
Aufga he. 

Einen gegebenen Winkel zu halbieren. 

Vrſ. Es iſt ein T 540 
gegeben. 

Ford. Eine Grade zu 
ziehen, welche den / BAC 
halbiert. 

Anal. Man ſtelle ſich vor, 
AZ ſei die Halbierungslinie, 
ſo daß E ZAB = A iſt. 
Um congruente Dreiecke zu er⸗ 
halten (§. 65, Scholie), welche 
die Seite AZ gemeinſam und 
die letztgenannten Winkel als entſprechende beſitzen, fehlen dann auf AB 
und 40 je eine Ecke. Wir nehmen dieſelben in X und in Y an. Nun 
kann aber nur dann A ZAX = A ZA werben, wenn AX = AT 
gemacht iſt, da dieſe Seiten eine gleiche Lage zu den gleichen Winkeln 
haben. Mithin müſſen X und Y auf einem Kreiſe um 4 liegen, und 
einen ſolchen können wir ziehen (Poſt. III). Dann iſt aber auch der 
Punkt Z conſtruirbar, weil XZ und YZ als Radien congruenter Kreiſe 
um X und Y aufgefaßt werden können und es auf die abſolute Länge 
der fraglichen Radien XZ = X nicht ankommt. 
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Conſtr. Man ziehe um das Centrum A einen Kreis und um die 
Punkte X und F, in welchen die Schenkel AB und 40 von ihm ge⸗ 
ſchnitten werden, congruente Kreiſe mit Radien, welche den halben Abſtand 
der Punkte X und J von einander übertreffen. Der eine gemeinſame 
Punkt der letzteren heiße Z. Schließlich ziehe man die Grade AZ. 

Beh. AZ iſt die Halbierungslinie des / B40. 

Bew. Zieht man die Graden XZ und YZ, fo iſt 

NANA (380 
denn es iſt 1) AZ = AA, 2) AX —= A als Radien eines Kreiſes 
($: 35, D. D, 3) XZ = YZ als Radien congruenter Kreiſe ($. 35, 
Z. IV). Hieraus folgt: 

T 7˙ .» F. 59. 

Determ. Die Conſtruction iſt ſtets ausführbar; denn jeder um 
das Centrum 4 beſchriebene Kreis ſchneidet die Schenkel AB und 40 
($. 35, Z. D, und die beiden um X und um J beſchriebenen Kreiſe 
ſchneiden ſich ebenfalls, weil nach der Conſtr. die Summe ihrer Radien 
größer, deren Differenz aber kleiner als die Centrale XV iſt ($. 51, L. II). 


$. 70. 
Aufgabe. 


Auf einer gegebenen Graden in einem gegebenen Punkt 
eine Senkrechte zu errichten. 


Vrſ. In einer Graden BC 
iſt ein Punkt 4 gegeben. 

Ford. Durch den Punkt 
A eine Grade zu ziehen, welche 
auf BC ſenkrecht ſteht. 

Anal. Die Aufgabe iſt ein 
beſonderer Fall der vorhergehen⸗ 


\ / den, da ein geftredter Winkel 
W * BAC halbiert werden ſoll. 
. 
$. 71. 
Aufgabe. 


Von einem gegebenen Punkt auf eine gegebene Grade 
eine Senkrechte zu fällen. 


www.rcin.org.pl 


— (Mi 


Vrſ. Außerhalb einer Graden 2 
BC iſt ein Punkt 4 gegeben. , 

Ford. Durch den Punkt 4 / 
eine Grade zu ziehen, welche auf ö 
BC ſenkrecht ſteht. 

Anal. Wenn AD auf BC 
ſenkrecht ſtehen ſoll, ſo heißt dies, 
es ſolle “ ADB= / ADC fein. 
Dieſe gleichen Winkel können, wie 
in der Scholie zu $. 65 bemerkt iſt, 
nur durch Conſtruction congruenter 
Dreiecke erhalten werden. Wir 
nehmen deshalb zu beiden Seiten 
des Punktes D auf BC die gleichen Strecken DX und DY an und ziehen 
die Graden AX und 4 V. Dadurch findet ſich AX = ATF, / DAX 
, DAY nach (39) und $. 59. 

Da es auf die Länge der gleichen Strecken AX und A nicht 
weiter ankommt, fo kann man ſich geeignete Punkte X und J durch das 
Poſt. III verſchaffen, und es bleibt dann nur noch die Halbierung des 
, XAY nach F. 69 auszuführen. 

Conſtr. Man ziehe mit einem Radius, welcher länger als die Ent⸗ 
fernung des Punktes 4 von einem beliebig gewählten Punkte der Graden 
BC iſt, um A einen Kreis, welcher ſich mit BC in X und J ſchneide, 
und ferner um X und Y congruente Kreiſe mit einem Radius, welcher 
größer als die Hälfte von X ift. Schließlich ziehe man durch A und 
den einen Schnittpunkt 2 dieſer beiden Kreiſe eine Grade, welche ſich mit 
BC in D treffe. 

Beh. Es ſteht AD ＋L BC. 

Bew. Da der Radius des um A gezogenen Kreiſes nach der Conſtr. 
den Abſtand dieſes Punktes von der Graden BC übertrifft, fo ſchneidet 
er ſich mit derſelben nach §. 49, Z. III in der That in zwei Punkten, 
wie es die Conſtr. annimmt, und es iſt AX = AY als Radien dieſes 
Kreiſes. Durch die weitere Conſtr. ift nach §. 69 der Winkel an der 
Spitze des gleichſchenkligen A XA halbiert, fo daß AD nach $. 42, 
Z. IV auf BC ſenkrecht ſteht. 

Determ. Die Aufgabe iſt ſtets lösbar. 

Scholie. 

Die drei letzten Aufgaben ſind im Weſentlichen durch 

dieſelbe Conſtruction gelöſt. 
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Aufgabe. 

Eine gegebene Strecke zu halbieren. 

, Vrſ. Es ift eine Strecke 
. AB gegeben. 
Ford. Den Mittelpunkt 
der Strecke AB zu con⸗ 
ſtruiren. 

Anal. Nach 8. 61 kann 
A man den Mittelpunkt AZ der 
Strecke AB nur dadurch er⸗ 
halten, daß man eine zweite 
Linie beſtimmt, in welcher 
er gleichfalls liegen muß. 
Soll dies eine Grade ſein, 
ſo kann man einen zweiten 
Punkt X derſelben willkürlich wählen. Nimmt man ihn, was wegen der 
Einfachheit ſeiner Beſtimmung nahe liegt, in gleichen Entfernungen von 
A und B an, fo erhält man ein über AB gleichſchenkliges A AX B, 
und dann wird X die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze 

(§. 30, L.). Hierdurch iſt die Aufgabe auf $. 69 zurückgeführt. 

Conſtr. Man ziehe um A und B congruente Kreiſe, deren 
Radien größer als die Hälfte von AB find, und verbinde die beiden Schnitt⸗ 
punkte X und P derſelben durch eine Grade, welche ſich mit AB in 
einem Punkt J ſchneide. 

Beh. Es iſt MA = MB. 

Bew. Es iſt N AXT S A BAT. 39), wen XT XT 
und AX = BX, AY= BY als Radien congruenter Kreiſe. Mithin 
it /zAXY=/ BXY C. 59), fo daß X den Winkel AX B an 
der Spitze des gleichſchenkligen Dreiecks AXB halbiert und deshalb auch 
die Grundlinie AB in gleiche Theile theilt ($. 42, Z. IV). 

Determ. Die Conſtr. führt ſtets zum Reſultat (§. 49, Z. III). 
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Capitel III. 
Die Winkelſummen der Polygone und die Parallelen. 


§. 73.“ 
Lehr ſatz. 

Die Winkelſumme eines Dreiecks beträgt höchſtens einen 
Geſtreckten. 

Vrſ. Es iſt irgend ein 9 
N ABC gegeben. 

Beh. Es ift 
CA ＋ BTL OS. 

Bew. Zieht mau durch 
den Mittelpunkt M der Seite 80 4 2 
eine Grade 4 = 2. AM und 
hierauf die Grade BD, fo hat 
das A ABD eine eben fo 
große Winkelſumme, wie 
das gegebene A ABC. — 
Denn da MA= MD, MB = 
MC, und / AMC—=/ BMD 
ift, ſo folgt: 


NAMC = ABMD ..... (sws) 
und deshalb: 
/ MAC—=/ MDB, / MCA=/ MBD, 
— was der überſicht wegen in der Figur durch gleiche griechiſche Buch⸗ 
ſtaben s, d, 8, y für gleiche Winkel angedeutet ift — und hieraus wird 
erſichtlich, daß die Winkelſumme eines jeden der Dreiecke ABC und ABD 
ſich durch 
re En 


ausdrücken läßt. 
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Das A ABD loͤſen wir aus der vorigen Figur heraus und bezeichnen 
es in der Weiſe mit A1 51 Ci, daß Bi an die Stelle von B, A, aber 
4 an die Stelle des Namens der⸗ 

jenigen Ecke A oder D tritt, 
an welcher nicht der größere 
unter den Winkeln s und C 
liegt, und bezeichnen ſchließ⸗ 
4, 1 lich die Winkel mit denjenigen 
‚ griechischen Buchſtaben, welche 
den Namen der Ecken entſprechen. 

Dann iſt nach dem Obigen: 

4 T= in. Ptı=h, 4 S 2 

Wiederholt man die beſchriebenen Conſtructionen und Schlüſſe an 
dem gewonnenen A A1 B510i und bezeichnet die neuen entſprechenden 
Stücke durch Erhöhung der Indices, fo geht nach u⸗-maliger Wieder⸗ 
holung hervor: 

4 ＋ 6 ＋ a, th tm f, 4 1. A 8 4 l, d. S 
für jedes . 

Alſo iſt: 

4 6 LY a, 5, 1 S 5 


— 22 
S 5 71 
= 


< + Burn, 


allgemein: 
Harrer; 
mithin: 
aa S T6 1. 

Nun nehme man die Zahl „ als unendlich groß an, d. h. man 
laſſe ſie fortwährend wachſen, und betrachte den Grenzwerth, welchem ſich 
die rechte Seite der letzten Relation etwa nähert. 8, 7 1 wächſt mit wachſen⸗ 
dem u wegen der Gleichung Pr 1 = 8, + Ju und nähert ſich auch einem 
Grenzwerth, weil dieſer Winkel als Dreieckswinkel einen Geſtreckten nicht 
erreicht: die rechte Seite wird alſo vergrößert, wenn man G für 6571 
ſubſtituirt. Demnach geht mit Sicherheit zunächſt 


a BTC 
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hervor; und dies heißt, weil 2» zugleich mit u unendlich groß, 2 aber 


unendlich klein iſt, in Worten Folgendes: „Die Winkelſumme des 
Dreiecks 430 würde zu groß angenommen werden, wenn 
man ſie für auch noch ſo wenig größer als einen geſtreckten 
Winkel halten wollte.“ 

Damit iſt der Lehrſatz bewieſen. 


Zuſaßz 

Die Summe zweier Dreieckswinkel iſt nicht größer als 
ein Außenwinkel an der dritten Ecke. 

Denn ſei d ein Nebenwinkel von 
1. ſo iſt 

= 6—, n. F. 39, Z. III, 

a EB TS . . n. d. L. 
mithin d. Subtr. der oberen Gl.: 
4 ＋ 8 S5 e e ede 


$. 74. 
Lehr ſatz. 
Die Winkelſumme eines Dreiecks kann durch die Ver- 
längerung einer Seite nicht zunehmen. 


Vrſ. Nach einem Punkte C 2 
in der Verlängerung der Seite 
AC des A ABC führt eine 
Grade 501. 
Beh. Es iſt 
/CAB-+/ABC+/BCA 
ZZ204B+ZABO+ZBOA. 7 a; 
Bew. Beim A BCC, ift nach $. 73, Z.: | 
Z/BCAS /CBO + BCA. 
Addirt man hierzu die identiſche Gleichung 
CAB ABC GAB ABO, 
fo folgt nach 8. 20, V: 
A CAB+/ABC+/BCAS/ 0, AB-+(/ABC+/CBC,)+/BC,A, 
was behauptet wurbe. 
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Aufak. 

Die Winfelfumme eines Dreiecks, deſſen Feld ſich ganz 
in das Feld eines zweiten Dreiecks hineinlegen läßt, kann 
nicht kleiner als die Winkelſumme des letzteren ſein. 

— Dies folgt nehmlich durch wiederholte Anwendung des obigen 
Lehrſatzes ohne Weiteres. Denn verſchiebt man, um eine unnöthige 
Anzahl von Hülfslinien zu 

ce’ vermeiden, das A ABC, deſſen 

Feld ganz innerhalb des Feldes 

vom AC liege, jo weit, 

4 bis die eine Seite AB des 

erſteren in eine Seite 4 

des zweiten fällt, verlängert 

d dann AC, bis eine zweite 
A B Seite B’C’ in einem Punkte 

X getroffen wird, und zieht die 

Graden 4 X und 5, fo hat man nach dem obigen Lehrſatz die Scala: 

(ABO) S (ABN) S AB xX S (A- S (AB, 
wo die Winkelſumme eines Dreiecks durch Einklammerung des Dreiecks⸗ 
namens bezeichnet ſein ſoll. 


4 


du 
Lehrſatz. 
Wenn die Winkelſumme irgend eines Dreiecks einen Ge⸗ 


ſtreckten beträgt, ſo iſt die Winkelſumme eines jeden Dreiecks 
einem Geſtreckten gleich. 


Vrſ. Im A ABC, deſſen 
Winkel durch die den Namen der 
Ecken entſprechenden griechiſchen 
Buchſtaben a, 8, y bezeichnet wer⸗ 
den, iſt 

4 ＋ B ＋E T=. 

Beh. Die Winkelſumme eines 
jeden andern Dreiecks beträgt einen 
Geſtreckten. 

Bew. Legt man über die Seite BC hinaus an das A ABC drei 
andere Dreiecke, welche ihm congruent find, fo heran, daß bei B und 
auch bei C je drei Winkel a, 8, y zuſammenſtoßen, fo entſteht als Con⸗ 
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ſtructionsreſultat, weil a +83 + y = G vorausgeſetzt iſt, ein neues 
A AB'C', deſſen Winkelſumme ebenfalls einen Geſtreckten beträgt. 

Durch Wiederholung dieſes Verfahrens mit dem A AB’C’ und den 
daraus entſtehenden läßt ſich aber ein Dreiecksfeld mit der Winkel⸗ 
ſumme G und von ſolcher Ausdehnung abſtecken, daß ein anderes be⸗ 
liebig gegebenes Dreiecksfeld ganz in daſſelbe hineingelegt werden kann. 
Mithin beträgt die Winkelſumme des letztgenannten Dreiecks nach §. 74 
nicht weniger als einen Geſtreckten, und da fie nach §. 73 auch nicht 
mehr betragen kann, ſo iſt ſie einem Geſtreckten gleich, — was behauptet 
wurde. 


F. 76. 
£ehrfah.” 

Die Winkelſumme eines jeden Dreiecks beträgt einen Geſtreckten. 

Bew. Fällt man 
von den Punkten 3 und 
B. des einen Schenkels 
eines beliebig klein ge⸗ 
wählten Winkels A auf A 
den andern Schenkel die 
Senkrechten BC und 5.01, fo iſt nach §. 74: 


%öͤ⏑q̃] Ef ??! 4I 7 Zu 
und nach der Vrſ.: 
A „ 
mithin iſt nach §. 20, VIII: 
, ABC > ABI G. 

Aus dieſer Scala erſieht man, daß im rechtwinkligen A ABO der 
Winkel bei B nicht wächſt, wenn man die Hypotenuſe über B hinaus 
verlängert, daß er aber mög⸗ 
licher Weiſe ſtets abnimmt oder 
auch unverändert bleibt, das Letztere 
vielleicht, nachdem die Abnahme bis 
zu einem gewiſſen Werthe fortge⸗ 
ſchritten iſt. 

Der Grenzwerth des ab- 
nehmenden Winkels ABC 
kann aber nicht Null fein. 
Denn ſonſt würde dadurch, daß man 


4 
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das A ABO jenſeits der Kathete 40 noch einmal an ſich heranlegt, ein 
gleichſchenkliges A ABB’ mit der Spitze A entſtehen, in welchem durch 
die Vergrößerung von AB alle drei Winkel beliebig klein werden, — 
und das widerſpricht dem Axiom XI. 

Mithin giebt es jedenfalls eine von Null verſchiedene untere Grenze 
für die Größe des / ABC, welcher man dadurch beliebig nahe kommen 
kann, daß man die Entfernung AB beliebig vergrößert; oder m. a. W.: 
Setzt man / A450 = / AB. Ci +5, ſo kann man AB fo groß an⸗ 
nehmen, daß d entweder = 0 iſt oder dieſem Werthe beliebig nahe kommt, 
während / AB,C, nicht unter einen gewiſſen Werth herabſteigt. 

Da man nun die letzte Gleichung auch in der Form 

6 , BiBO = BBG ＋ d 
ſchreiben kann, woraus die Gleichung 

C BBC ＋ L BBC G- 
folgt, und da die Winkel bei C und E rechte find, fo ergiebt ſich für 
die Winkelſumme des Vierecks 5001 Bi der Werth 2 8 — 8. Zerlegt 
man aber dieſes Viereck durch die Grade BC, in zwei Dreiecke und be- 
zeichnet die Winkelſumme eines Dreiecks durch Einklammerung des Dreiecks⸗ 
namens, ſo hat man demnach die Gleichung: 

(BCC,) + (BB. Ci) 2 68. 
Ferner iſt nach §. 73: 

300 0 


alſo: (BBC) N -d; 

weshalb die Winkelſumme des 53510 durch Vergrößerung 
der Strecke AB bei jeder beliebig gewählten Länge der Seite BB, 
dem Werthe G beliebig nahe gebracht werden kann. 

Nimmt man als ein weiteres Erwägungsmoment hinzu, daß nicht nur 
der / 551 01, ſondern auch der / B, BC, unter eine gewiſſe Grenze nicht 
herabſinken kann — der letztere, weil er als Außenwinkel des A ABC, nach 
9. 73, Z. /A+ BGA iſt — fo fann man in das A BBC ein 
unveränderliches A BB,D hineinzeichnen, welches aus dem Felde jenes 
nicht heraustritt, wenn man die Seite BB, auf dem Strahl AB von A fort: 
bewegt und dabei die Ecke Ci auf 40 gleiten läßt; und da die Winkelſumme 
des BBI / nach $. 74 nicht kleiner iſt als diejenige des A BBI Ci, dieſe 
aber dem Werthe G bei der gedachten Verſchiebung beliebig nahe gebracht 
wird, fo folgt, daß die Winkelſumme des A BB,D den Werth G hat. 

Hieraus ſchließt man aber nach §. 75, daß jedes Dreieck dieſelbe 
Eigenſchaft beſitzt. 
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Ju ſatz. 
Die Summe zweier Dreieckswinkel iſt gleich einem 
Außenwinkel an der dritten Ecke. 


— Denn ſowohl jene Summe als auch der fragliche Außenwinkel 
ſind Supplemente des dritten Dreieckswinkels. 


$. 77. 
Zefinitionen. 


J. Jede geſchloſſene gebrochene Linie heißt ein Polygon!) 
oder Vieleck, und, falls man durch u die Anzahl der Ecken 
zählt, ein n⸗Eck. 

II. Unter den inneren Winkeln oder ſchlechthin den Winkeln 
eines un verzweigten? Polygons verſteht man diejenigen 
von zwei Nachbarſeiten begrenzten und zwei Geſtreckte nicht 
erreichenden Winkel, deren Felder in der Nähe der Ecken 
auf dem Polygonsfelde, d. i. auf dem durch das Polygon ein- 
geſchloſſenen Theil der Ebene liegen; unter den äußeren 
Winkeln aber diejenigen, deren Felder die entgegengeſetzte 
Lage haben. 

III. Ein Polygon, welches keine converen inneren Winkel 
beſitzt, heißt conver. 

IV. Unter den Außenwinkeln) eines convexen Polygons 
verſteht man die Nebenwinkel ſeiner inneren Winkel. 


V. Jede Grade, welche zwei Ecken eines Polygons mit 
einander verbindet, ohne eine Seite deſſelben zu ſein, heißt 
eine Diagonale?) des Polygons. 


= 


1) Robbe, viel, und 10%, Winkel. 
2) Vergl. $. 10 und $. 52. 
3) Nicht zu verwechſeln mit den äußeren Winkeln. 
4) Von Sta, durch, und Jia. h 
— Da man von jeder der u Ecken eines Polygons nach den (n—1) anderen 
hin (- 1) Grade ziehen kann, fo iſt rn (un- 1) die Anzahl der zwiſchen den 
n Eden vorhandenen Richtungen, alſo, weil hiermit jede Grade nach zwei Richtungen 


gezählt iſt, die Anzahl der Graden = — Unter dieſen befinden ſich noch 
n Seiten. Alſo iſt die Anzahl der Diagonalen eines u⸗Ecks 

— * 1 zu. {n-3) 

= — „„ 
Worpitzkty, Elemente der Mathtmatik. 6 


www.rcin.org.pl 


- a. 


Zu ſatz. 
Die Anzahl der Seiten eines jeden Polygons ſtimmt 
mit der Anzahl feiner Ecken überein. 


$. 78. 
Lehrſaß. 

Die Winkelſumme eines jeden unverzweigten 1⸗Ecks iſt 
nur von der Anzahl der Ecken abhängig, und zwar beträgt 
die Summe der inneren Winkel ſtets (2 — 2) G, die Summe 
der äußeren Winkel aber (+2) G. 

Bew. Da das Feld eines jeden un⸗ 
verzweigten Polygons ſich durch Diago⸗ 
nalen, welche innerhalb des Polygons⸗ 
feldes liegen, in ſolche Dreiecke zer⸗ 
ſchneiden läßt, deren Winkel entweder 
mit den inneren Polygonswinkeln über⸗ 
einſtimmen oder als Theile die letzteren 
zuſammenſetzen, ſo iſt die Winkelſumme 
des Polygons gleich der Summe der 
Winkelſummen der fraglichen Dreiecke. 

Die beſprochene Zerſchneidung des Polygonsfeldes liefert aber 

bei einem 4⸗Eck 2 Dreiecke, 


LG ” 5 5 ”n 3 1 
" 4. 6 7 4 ” 
oo ih 


bei einem » » Ed (n—2: Dreiecke. 
Mithin iſt nach §. 76 die Summe der inneren Winkel s = (n—2) G. 
Bezeichnet man ferner durch s’ die Summe der äußeren Winkel, jo 
iſt offenkundig: 
„ ES == M 26, 
mithin nach Subtraction der vorher bewieſenen Gleichung: 
5 A (* ＋ 2) G. 


Zuſaß J. 

Die halbe Summe aller Außenwinkel eines beliebigen 
unverzweigten und convexen Polygons, d. i. je eines Außen⸗ 
winkels von den beiden an einer Ecke liegenden, beträgt 
2 G und iſt ſomit für alle ſolche Polygone gleich groß. 
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Denn bezeichnet man mit s die Summe der inneren Polygonswinkel 
und mit „ die Summe, deren Summanden je ein Außenwinkel an einer 
Ecke ſind, ſo iſt 

„ ＋ „ = n; 
denn an jeder von den »⸗Ecken beträgt die Summe aus dem Polygons⸗ 
winkel und dem einen Außenwinkel einen Geſtreckten. 

Nun iſt aber nach dem voranſtehenden Lehrſatz 

s —= (n—2)G, 
alſo nach §. 20, VII: 
1 


Juſatz II. 

Die Summe der Supplemente der einzelnen inneren 
Winkel eines beliebigen unverzweigten Polygons iſt = + 26, 
wenn man die Supplemente concaver Winkel als poſitive, 
diejenigen eonvexer Winkel aber als negative Größen auffaßt. 


Se 
Acholie. 

Die im vorigen F. entwickelten merkwürdigen Sätze über die Summen 
der Polygonswinkel haben das Gemeinſame, daß die Felder der ſummirten 
Winkel ſämmtlich zur Linken oder ſämmtlich zur Rechten eines Punktes 
liegen, welcher die gebrochene Linie ſtetig durchläuft. 

Nach demſelben Geſichtspunkt kann man auch bei ſolchen verzweigten 
Polygonen, deren Verzweigungspunkte nicht in den Ecken liegen, eine 


Folge ganz beſtimmter Winkel auswählen, und dieſe geben, wie ſich zeigen 
wird, ebenfalls unabhängig von der Länge der Seiten als Summe eine 
beſtimmte Anzahl von Geſtreckten. 
Zur unzweideutigen Charakteriſirung der ausgewählten Winkel würde 
aber die Benennung als äußere oder innere Winkel nicht mehr zutreffen, 
6 * 
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wie die beigefügten Zeichnungen zeigen, in denen die linke Seite eines 
nach der Richtung der Pfeile laufenden Punktes durch Schraffirung der 
anliegenden Fläche angedeutet ift, denn der bewegte Punkte hat begrenzte 
Flächentheile bald zur Linken, bald zur Rechten, oder auch auf beiden Seiten. 


Zefinitionen. 

I. Ein verzweigtes Polygon, welches in den Ver— 
zweigungspunkten keine Ecken hat, heißt überſchlagen.) — 
Verzweigungspunkte, welche nicht als Ecken angeſehen wer- 
den, heißen Doppelpunkte. 

II. Unter den Winkeln eines überſchlagenen Polygons ver⸗ 
ſteht man diejenigen, zwei Geſtreckte nicht überſteigenden 
Winkel je zweier Nachbarſeiten, deren Felder für einen 
das Polygon in vorherbeſtimmter Richtung durchlaufenden 
Punkt ſämmtlich zur Rechten oder ſämmtlich zur Linken liegen. 

III. Die Doppelpunkte werden in zwei Claſſen eingetheilt: 

1) ein weſentlicher Doppelpunkt tft ein ſolcher, bis zu wel⸗ 
chem man einen von ihm ausgehenden Theil des über— 
ſchlagenen Polygons zurück verfolgt; 

2) ein unweſentlicher Doppelpunkt aber ein folder, welcher 
nach der Zerlegung des Polygons durch weſentliche 
Doppelpunkte etwa noch übrig bleibt.“ 

IV. Unter einem Zweige eines Polygons verſteht man 
einen ſolchen Theil deſſelben, welcher durch einen einzigen 
weſentlichen Doppelpunkt aus dem ganzen Polygon aus- 
geſchieden werden kann und für ſich ein unverzweigtes 
Polygon bildet. Derſelbe heißt ein innerer Zweig, wenn in 
ihm die betrachteten Winkel innere Winkel ſind; ein äußerer 
Zweig im entgegengeſetzten Falle. 


1) Vergl. §. 10 und $. 52. Verzweigte Vierecke ſind ſtets überſchlagen. 


N 


2) Z. B. beſitzt das fogenaunte Pythagoreiſche 
Fünfeck einen einzigen weſentlichen und vier un⸗ 
weſentliche Doppelpunkte. 


9 
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$. 80.* 
Lehrſaßtz J. 
Jeder innere Zweig vermindert die Winkelſumme, welche 
ein unverzweigtes Polygon von gleicher Seitenzahl an den 
inneren Winkeln beſitzt, um zwei Geſtreckte. 


Bew. Es ſei s die 
Winkelſumme, welche das 
nach Abnahme des Zweiges 
AX F. .. ZA übrig bleibende 
Polygon. 540 
beſitzt, und 2 die Anzahl 
der den inneren Zweig für 
ſich allein ausmachenden 
Seiten. Die Winkelſummen 
der Polygone bezeichnen wir 
durch Einklammerung des be⸗ 
züglichen Polygonsnamens. 


Dann iſt: 
„ Be 
(AXT NN he F. 78, L. 
Mithin würde 
(. . BAX F.. 240 s ＋ (1-2) 


fein, wenn in dem Geſammtpolygon .. BAX T.. . 240. die 
Winkel bei A gerechnet würden. Dieſe Winkel fallen aber in der Berech⸗ 
nung der Winkelſumme des Geſammtpolygons aus, weil A ein ‘Doppel: 
punkt iſt, und der Ausfall beträgt 2 G, weil — wie man aus den bei: 
gefügten Zeichnungen der möglichen Fälle ſofort erſieht — der Winkel a 
des hinzukommenden Zweiges die Ergänzung des entſprechenden Winkels 
des anderen Polygonstheiles zu 2 G bildet. Alſo iſt 
(... BAXY...ZAC...)=s+(n—-2)6 - 26. 

Andrerſeits hat das Polygon ... 540 . .. durch Hinzufügung 
des Zweiges AX F. . . A nicht die Anzahl » der Seiten deſſelben, 
ſondern nur n — 2 Seiten mehr bekommen, weil BAX und CAZ je 
eine einzige Grade bilden, und dieſe Vermehrung der Seiten um die An⸗ 
zahl (2 — 2) würde bei einem unüberſchlagenen Polygon nach §. 78 eine 
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Vermehrung der Winkelſumme um in — 2 G zur Folge haben, fo daß bei 
einem ſolchen die Winkelſumme 


8 ＋ 1 2 G 
betrüge. 
Vergleicht man dieſes Reſultat mit der ſo eben ermittelten wirklichen 
Winkelſumme s+ * = 2) G 26, 


jo erkennt man ſofort, daß die letztere um 28 kleiner iſt; — wie in 
dem zu beweiſenden Lehrſatz behauptet wurde. 


Fehrſaßz II. 

Jeder äußere Zweig vermehrt die Winkelſumme, welche 
ein unverzweigtes Polygon von gleicher Seitenzahl an den 
inneren Winkeln beſitzt, um zwei Geſtreckte. 

Bew. Es fei s die Summe derjenigen Polygonswinkel, für welche 
der fragliche Zweig ein äußerer, s' die Summe derjenigen, für welche 
der Zweig ein innerer iſt, und „ die Anzahl der Ecken des Polygons. 
Dann beträgt S ＋ S5“ n. 206, 
alſo eine Größe, welche nicht davon abhängt, ob der hinzugefügte Zweig 
ein äußerer oder ein innerer iſt. Demnach muß s um ſo viel gewachſen 
ſein, um wie viel s' abnahm, als der Zweig hinzugefügt wurde, ſo daß 
die Behauptung in Folge des Lehrſatzes I zutrifft. 


Zu ſätze. 
J. Die Winkelſumme eines überſchlagenen Vierecks 
beträgt vier Geſtreckte. 

— Denn die innere Winkel⸗ 
ſumme 2 G eines unverzweigten 
Vierecks §. 78) nimmt, weil die 
Verzweigung eine äußere iſt, um 

2G zu. 


II. Die Winkelſumme des fo- 
genannten Pythagoreiſchen Fünf- 
ecks (welches durch die hierneben ſtehende 
Zeichnung definirt fein mag) beträgt 
einen Geſtreckten. 

— Denn die innere Winkelſumme 
3 G eines unverzweigten Fünfecks ($. 79) 
muß, weil nur ein weſentlicher Doppel⸗ 
punkt mit einem inneren Zweige vor» 
handen iſt, um 28 vermindert werden. 
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§. 81. 
Lehr ſatz J. 

Zieht man von einem Punkte aus grade Linien nach 
verſchiedenen Punkten einer Graden, ſo ſind die ſpitzen 
Winkel an den Fußpunkten deſto kleiner, je weiter die 
letzteren von dem Fußpunkte der Senkrechten entfernt 
liegen, und können durch Vergrößerung dieſer Strecke 
kleiner als ein beliebig klein angenommener Winkel ge— 
macht werden. 

Vrſ. Vom Punkte 20 
Paus führt nach einer 
Graden die Senkrechte .. 
PS und außerdem die 
Graden PA,, Paz, 

PA,,..., deren Fuß⸗ A, 4, A, A, f 
punkte von S aus in 
der Folge A1, 42, Ay, . .. gelegen find. 

Beh. Es iſt / PAS>ZPAS> PA; & und es läßt 
ſich ein Punkt A, der Richtung SA, in ſolcher Entfernung von & beſtimmen, 
daß der / PA„S kleiner als ein beliebig klein gegebener Winkel iſt. 

Bew. Schon nach dem Satz vom Außenwinkel ($. 47) iſt bei den 
Dreiecken PA,4,, PAyA;, os 

ZPAS> H Pas > APAS> 

Hieraus allein aber läßt ſich noch nicht ableiten, daß die abnehmen⸗ 
den Winkel bei unendlich wachſender Entfernung ihres Scheitels von S 
ſich dem Grenzwerthe Null nähern, ſondern zu dieſem Schluß gelangt 
man durch den Zuſ. §. 76.) | 

Wählt man nehmlich die Punkte 42, Ay, . . . jo, daß die Dreiecke 
A Az, PAzd;, über den Seiten PA, PA; . . gleichſchenklig 
ſind, ſo folgt: 

PAS DAA. E AA = 2. PAꝛS,. . . f. 76 Z. u. . 29, 
%%%%ſj . „ „ 
e Ihe 
weshalb 
, PAS = 2. PAS = 22. ö PAS 
= 2 L. , PAS 


1 Eigentlich genügt ſchon der Satz F. 73, welcher das Axiom XI noch nicht 
vorausſetzt. 
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wird, wenn man die oben vorgeſchriebene Beſtimmung neuer Punkte 4 
bis zum en Punkte A, fortſetzt. 
Da demnach 


E PAiS 
Z PAS = In 


it, und der Nenner dieſes Bruchs bei unendlich wachſendem „ unendlich 
wächſt.!“ fo nimmt der Werth des Bruchs unendlich ab, d. h.. /PA,S 
wird bei unendlicher Vergrößerung der Strecke SA, kleiner als ein beliebig 
klein gegebener Winkel. (Vergl. Arithmetik F. 38. 


Lehr ſatz II. 

Dreht man einen Strahl um ſeinen feſten Endpunkt, 
ſo nehmen die Winkel, welche er mit einer feſten Graden 
bildet, ſtetig zu oder ab, ſo lange der Strahl die Grade 
trifft, d. h m. a. W.: dieſe Winkel gehen von keinem Werthe 
zu einem anderen über, ohne die Zwiſchenwerthe ſämmtlich 
beſeſſen zu haben. 

Vrſ. Ein vom Punkte P ausgehender Strahl iſt aus derjenigen 

Lage, bei welcher er ſich mit 

v der feſten Graden X in A 

ſchnitt, um den Punkt P fo 
weit gedreht worden, daß der 
Schnittpunkt mit X ſich bis 
zum Punkte B verſchoben hat. 

Beh. Kein zwiſchen den 
Werthen der Winkel PAY und 
PBY liegender Winkelwerth iſt 
hierbei überſprungen worden. 


Bew. Nach 8. 76, Z. iſt: 

R 
{PBY=/PAY— APB. 

Wollte man nun annehmen, bei der Drehung des Strahls aus der 
Lage PA in die Lage PB, durch welche nach der aufgeſtellten Gleichung 
der Winkel der beiden Graden um die Größe des Winkels APB verringert 
wird, fer ein Winkel von der Größe L PA — 8) überſprungen worden, 
fo kaun man ſich ſofort vom Gegentheil überzeugen. Denn trägt man 
den Winkel 6 in P an PA nach der Seite des Punktes B hin an, fo 


1) Seine auf einander folgenden Werthe ſind: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 
512, 1024, 20485, 
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fällt deſſen zweiter Schenkel in das Feld des / APB, weil nach der 

gemachten Annahme 3 < / APB iſt, und ſchneidet deshalb die Strecke 

AB in irgend einem Punkte Z. Dann iſt aber (wieder n. §. 76, Z.): 
FIT = PAT d. 

wodurch eben die Annahme widerlegt iſt. 


In ſätze. 

I. Durch jeden Punkt läßt ſich eine Grade ziehen, welche 
mit einer vorherbeſtimmten Richtung einer gegebenen Gra- 
den einen beliebig gewählten ſpitzen Winkel bildet. 

II. Verlängert man den einen Schenkel irgend eines noch 
ſo kleinen Winkels, ſo nimmt der Abſtand ſeines Endpunktes 
vom andern Schenkel nach und nach jede beliebige Länge an. 

— Denn man kann durch einen Punkt, welcher von einer Graden 
beliebig weit entfernt iſt, nach Zuſ. I eine zweite Grade ziehen, welche 
mit der erſteren den verlangten Winkel bildet, und dann die ſo erhaltene 
Figur mit der gegebenen zur Deckung bringen. 


$. 82. 
Arfinitionen. 
Werden zwei grade Linien von einer dritten geſchnitten, fo 
heißen anden verſchiedenen Scheitelpunkten diejenigen Winkel 

1 Wechſelwinkel, welche auf entgegengeſetzten Seiten der 
ſchneidenden und auf entgegengeſetzten Seiten der 
geſchnittenen Linien liegen; 

2) gleichliegende Winkel oder Gegenwinkel, welche auf einer 
Seite der ſchneidenden und entſprechenden Seiten der 
geſchnittenen Linien liegen; 

3) entgegengeſetzte Winkel, welche auf einer Seite der ſchnei— 
denden und entgegengeſetzten Seiten der geſchnittenen 
Linien liegen. 


Beiſpielsweiſe iſt in der neben⸗ 
ſtehenden Zeichnung a der Wechſelwinkel BG 
von 7, der gleichliegende Winkel von s, 
der entgegengeſetzte Winkel von 0; 5 der 
Wechſelwinkel von T, der gleichliegende Nr 
Winkel von 6, der entgegengeſetzte Winkel ON! 
von e, u. ſ. w. 
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ehrſaßtz. 

Sind bei zwei Graden, welche von einer dritten ge— 
ſchnitten werden, zwei Wechſelwinkel gleich, ſo ſind die 
übrigen Wechſelwinkel paarweiſe gleich, die gleichliegen— 
den Winkel paarweiſe gleich, die entgegengeſetzten Winkel 
endlich paarweiſe Supplemente) von einander. — Auch 
gilt jede Umkehrung dieſes Satzes. 

Vrſ. Bei zwei Graden, welche von 
einer dritten geſchnitten werden, liegen um 
den einen Schnittpunkt herum die Winkel 

5 a, ß, J, ö, und um den andern Schnitt⸗ 
punkt herum in entſprechender Lage die 
Winkel es, , n, 9. Ferner weiß man, 
2 ige e kt: 
5 ee e u, re 0 T, 
2... A 
BANG, 7+.=6, 5+:=6. 
Beweis durch §. 23, 8. 27, 8.39 Z. III. — Die Beweiſe der 
Umkehrungen geſchehen durch dieſelben Mittel. 
‘ 
$. 83. 
Lehrfah. 

Bilden zwei grade Linien mit einer dritten zwiſchen 
ſich ein Paar gleiche Wechſelwinkel, ſo haben ſie keinen 
Punkt gemein. 


Vrſ. Die beiden Graden AB und CD werden von einer dritten 
fo in den Punkten E und F geſchnitten, daß 
, FEA = EFD 
iſt. 
Beh. Die Graden AB und CD haben keinen Punkt gemein. 


1) Vergl. F. 23. 
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Bew. I. Da gleiche Winkel gleiche Nebenwinkel haben ($. 23), 

ſo iſt auch 

. EFC = BEB, 
und deshalb nach §. 45, Z. 

A 
Läge mithin in der Richtung ZA ein Schnittpunkt der beiden Graden 
AB und CD, fo müßte auch in der Richtung ZB ein Schnittpunkt 
derſelben liegen, d. i.: die beiden ſich nicht ganz deckenden Graden AB 
und CD müßten zwei Punkte gemein haben, was dem Zuſ. II des §. 11 
widerſpricht. 

Bew. II. Träfen ſich die beiden Graden AB und C auf irgend 
einer Seite der Graden EF, z. B. in einem Punkte X der Richtung 
EA, ſo würde ein A XEF entſtehen, deſſen Winkel XET dem Außen: 
winkel EFD gleich wäre; was nach §. 76, Z. oder §. 47, L. der Mög: 
lichkeit des A FEX widerſpricht.!) 


Arfinition. 


Zwei grade Linien heißen parallel), wenn jie 

1) in einer Ebene liegen, und 

2) ſich nicht treffen, wie weit man ſie auch verlängern mag. 
— Das Zeichen für das Wort „parallel“ in Formeln 
üöſt 


Zu ſätze. 

I. Durch jeden Punkt giebt es eine Parallele zu einer 
Graden; und zwar find zwei grade Linien parallel, wenn 
ſie mit irgend einer dritten entweder ein Paar gleiche 
Wechſelwinkel oder ein Paar gleiche Gegenwinkel oder ein 
Paar ſolche entgegengeſetzte Winkel bilden, welche ſich zu 
einem Geſtreckten ergänzen. 


— Verbindung des letzten Satzes mit §. 82, L. 


1) Der Beweis I iſt dem Beweiſe II deshalb vorzuziehen, weil jener auf ein⸗ 
facheren Grundlagen beruht. 
2) Neben einander, von dad und . 


www.rcin.org.pl 


— — 


II. Stehen zwei grade Linien (einer Ebene auf einer 
dritten ſenkrecht, ſo ſind ſie parallel. 


Acholie. 


Hiernach entſteht die Frage, ob es durch einen Punkt mehr als eine 
Parallele zu einer Graden giebt, oder — was daſſelbe iſt — ob aus 
der Parallelität zweier Graden die Gleichheit der Wechſelwinkel u. ſ. w. 
bei einer beliebigen ſchneidenden Linie gefolgert werden darf, ferner die 
Frage nach ſonſtigen Eigenſchaften von Figuren, in deuen Parallele vor— 
kommen. 


$. 84. 
Lehrſatz. 


Bei parallelen Graden ſind ſtets, wenn ſie von einer 
dritten Graden geſchnitten werden, die Wechſelwinkel paar— 
weiſe gleich, die Gegenwinkel paarweiſe gleich, und die 
entgegengeſetzten Winkel paarweiſe Supplemente. 

Vrſ. Die beiden Graden 
Ah und CD, welche von einer 
dritten in E und F geſchnitten 
werden, ſind parallel. 

Beh. Es iſt 

/ FEA= EPV, 

, DEAN , ETO G, 
2.0. 

Bew. Nimmt man in der Richtung ZB irgendwo einen Punkt 

X an und zieht die Grade IX, fo iſt nach §. 76, 3. beim A FEX: 
. FEA = [/EFX+ /EXF 

mithin, weil FX im Felde des / EFD liegt: 
{FEA</EFD+ EX, 

Da der / EX FF durch Verlängerung der Strecke EX. beliebig klein 
gemacht werden kann ($. 81, L. I), fo heißt dies in Worten: Fügt 
man zum / EFD einen beliebig kleinen Winkel hinzu, fo 
iſt die Summe größer als / FEA; oder: LEA iſt nicht 
größer als /EFD. 

Nun waren aber die Winkel EEA und EFD beliebig gewählte 
innere Wechſelwinkel. 
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Alſo iſt bewieſen, daß fein zwiſchen AB und OD liegender 
Winkel größer iſt als ſein Wechſelwinkel. 
Mithin muß /ZFEA—= EFD fein. 
— Die übrigen Theile der Behauptung folgen hiernach durch 
Anwendung von F. 82, L. ſofort. 


Juſäßge. 


J. Durch jeden einzelnen Punkt giebt es nur eine Par⸗ 
allele zu einer Graden. 

II. Wird die eine von zwei Parallelen durch eine Grade 
geſchnitten, ſo wird es auch die andere. 

III. Steht eine von zwei Parallelen auf einer Graden 
ſenkrecht, fo thut es auch die andere. 

IV. Stehen zwei Grade einzeln auf den Schenkeln eines 
concaven oder con— 
vexen Winkels ſenk⸗ 
recht, ſo ſchneiden ſie 
ſich 2 

— Denn wären ſie 
parallel, ſo ſtänden nach 
III. beide auf jedem Schen⸗ 
kel des Winkels ſenkrecht, 
ſo daß die beiden Schenkel 
Senkrechte von einem 
Punkt dem Scheitel) auf eine Grade wären, was nach $. 25 nicht angeht. 

V. Zwei Grade, bei denen die entgegengeſetzten Winkel 
nicht Supplemente find, ſchneiden ſich auf derjenigen Seite 
der ſchneidenden Linie, auf welcher die Summe der zwiſchen 
ihnen liegenden entgegengeſetzten Winkel einen Geſtreckten 
nicht erreicht. 

VI. Werden zwei 
unbegreuzte Graden 
von einer dritten ſo 
geſchnitten, daß un— 
gleiche Wechſelwinkel 
entſtehen, fo bilden fie 6 K 
mit dieſer ein Dreieck, 
von welchem der größere Wechſelwinkel ein Außenwinkel iſt. 


2 
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VII. Verſchiebt man den Durchſchnittspunkt zweier Gra⸗ 
den, von denen die eine feſt liegt, die andere aber um einen 
feſten Punkt drehbar iſt, ins Unendliche, fo giebt die Par- 
allele durch den Drehungspunkt zur feſten Graden die 
Grenzlage an, welcher ſich die andere in der Nähe des 
Drehungspunktes unaufhörlich und bis zu jedem beliebigen 
Grade nähert, ohne ſie jedoch jemals zu erreichen. 

VIII. Zwei Grade ſind parallel, wenn ſie einer dritten 
parallel ſind. 

— Denn ſchnitte die erſte von ihnen die zweite, ſo müßte ſie nach 
Z. II die dritte, welche mit derſelben parallel iſt, ebenfalls ſchneiden, 
was nach der Vorausſetzung nicht geſchieht. 


d. 85. 
Zefinition. 

Zwei parallele Strahlen, welche von verſchiedenen 
Punkten einer Graden ausgehen und auf einer einzigen 
Seite derſelben liegen, heißen „gleichgerichtet“ oder „von 
gleicher Richtung“; dagegen heißen „entgegengeſetzt gerichtet“ ſolche 
parallele Strahlen, welche auf entgegengeſetzten Seiten 
einer dritten Graden liegen. 


Lehrſatz. 
Winkel mit paarweiſe gleichgerichteten oder mit paar— 
weiſe entgegengeſetzt gerichteten Schenkeln ſind gleich. 


Denn verlängert man ein Paar nicht 
parallele Schenkel, bis ſie ſich ſchneiden, 
ſo bilden ſie an der Schnittſtelle einen 
Winkel 8), welcher den beiden gegebenen 
Winkeln (a und a’) als Gegenwinkel oder 
Wechſelwinkel bei Parallelen gleich iſt 
($. 84). 


Zu ſaßt. 
Zwei Winkel, von denen das eine Schenkelpaar eine 
gleiche, das andere Schenkelpaar aber eine entgegengeſetzte 
Richtung hat, ſind Supplemente von einander. 
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$. 86, 
Aufgaben. 
I. Ein Dreieck zu zeichnen, für welches eine Seite, ein 
anliegender und der gegenüberliegende Winkel gegeben ſind. 
Anal. Hat das A ABC die 
Seite 40 und die Winkel bei A und ni 
bei B von verlangter Größe, fo ift 
nach §. 76, Z. auch der Außenwinkel 
BCD von bekannter Größe, nehmlich 
AB. Daher fine die 4 = 7 
Richtungen AB und CB conſtruirbar 
($. 65), nachdem 40 von richtiger Länge gezeichnet iſt. 
Determ. Es muß 4 ＋ , B GG gegeben fein. 
II. Durch einen gegebenen Punkt die Parallele zu einer 
gegebenen Graden zu ziehen. 
Anal. Iſt die durch P gehende 
Grade CD 4: AB, jo bilden dieſe 2 D 
nach $. 84 mit einer dritten Graden 
PQ gleiche Wechſelwinkel, jo daß 
die Conſtruction mit Hülfe von §. 66 4 7% 
möglich ift. 


F. 87. 
Definitionen. 

I. Im Viereck heißen diejenigen Seiten, welche keine 
Ecke gemein haben, Gegenſeiten, und diejenigen Winkel, 
welche keinen Schenkel gemein haben, Gegenwinkel; — die— 
jenigen Seiten, welche eine Ecke gemein haben, heißen 
Nachbarſeiten, diejenigen Winkel, welche einen Schenkel ge— 
mein haben, Nachbarwinkel. 

II. Jedes Viereck, deſſen Gegenſeiten paarweiſe parallel 
find, heißt ein Parallelogramm.) — Für dieſes Wort wird vor 
einer Benennung mit Buchſtaben das Zeichen H gebraucht. 


Zn ſaßh. 
Jedes Parallelogramm iſt ein unverzweigtes Viereck. 


1) rapadınaöypuupov; yrayın, ich beſchreibe. 
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Lehr ſatz I. 
In jedem Parallelogramm ſind die Nachbarwinkel 
paarweiſe Supplemente von einander. 
Vrſ. Das 4350 iſt ein 
2 „ Varallelogramm. 
Beh. Es iſt T A- B= G. 
Bew. Da n. d. Vrſ. 40 BC 
iſt, fo trifft die Beh. zu n. §. 84. 
A 27 Aum. Da 2 A4 und ZB 
zwei beliebig gewählte Nachbarwinkel 
ſind, ſo iſt durch das Vorhergehende der Beweis für alle Paare von 
Nachbarwinkeln geführt. 


Zuſatz. 


Alle Winkel eines Parallelogramms find concav. Die 
Diagonalen eines jeden Parallelogramms liegen im Felde 
deſſelben. 

— Lüge nehmlich eine Diagonale nicht im Parallelogrammsfelde, 
ſo würde ſie mit den anſtoßenden Seiten ein Dreieck bilden, in welchem 
ſchon ein Winkel > G wäre, und das iſt nicht möglich. 


Lehrſatz II.“) 
Iſt ein Viereckswinkel das Supplement ſeiner beiden 
Nachbarwinkel, ſo iſt das Viereck ein Parallelogramm. 
Vrſ. Im Viereck 430 iſt: 
\Z/A+/B=6,93/4+/D=6. 
Beh. Das Viereck ift ein Parallelogramm. 
Bar, itt Amer e 


AB=DC ... Vrſ. 2) u. $. 83. Z. J. 
$. 89. 
Lehrſatz. 


Jede Diagonale zerlegt das Parallelogramm in zwei 
congruente Dreiecke. 


1) Umkehrung von Lehrſatz J. 
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Vrſ. Es iſt ein Ff ABCD mit 
der Diagonale BD gegeben. Ce 
Beh. Es iſt AABD=ZACDB. 
Bew. In den beiden Dreiecken 
ABD und CBD iſt: A 75 
BD = DB, 
und nach $. 84, indem BD als die Schneidende angeſehen wird: 
, ABD DB bei den Parallelen AB und CD, 
2 CBDUE N, y AD „ Cz. 
Mithin ft J 45D 


Zu ſätze. 

I. In jedem Parallelogramm find die Gegenſeiten paar- 
weiſe gleich, und ebenſo die Gegenwinkel paarweiſe gleich. 
— Parallele Strecken zwiſchen Parallelen ſind gleich. 

— Denn die fraglichen Stücke liegen in den congruenten Drei⸗ 
ecken gleichen Stücken gegenüber ($. 59). 

II. Je zwei parallele Graden haben überall einen glei- 
chen Abſtand von einander. 

2 


— Denn ft AB+ D und I 
4D J ob, BCLCD, ſo it 
ABCD ein Parallelogramm ($. 83, 


Z. II). — 4 8 


Definition. 
Der Abſtand eines Punktes einer Graden von einer 
parallelen Graden heißt der Abſtand der beiden Parallelen von 
einander. 


$. 90.) 
Lehrſatz I. 
Sind die Gegenſeiten eines un verzweigten? Vierecks paar: 
weiſe gleich, ſo iſt das Viereck ein Parallelogramm. 


1) Dieſer F. enthält die Umkebrungen der im vorigen 8. bewieſenen Sätze. 
2 0 


2) Verzweigte Vierecke mit gleichen Gegen: 
feiten find ſehr wohl möglich. Vergl. F. 86, Z. 


Worpit iy. Elemente der Mathematik. 7 
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7 7 Vrſ. Im J 430 iſt: 
1) AB= . 
2) 4D = BC. 
Beh. Das M ABCD iſt ein 
4 2 Parallelogramm. 
Bew. Zieht man die Diagonale 
BD, fo ft AABD=ZACDB ... (35). Mithin iſt: 
/ ABD=/CDB...$.59, alſo: AB+DEC...$.83, Z. I. 
und / ADB=/ CBD. . . . 59, alſo: AD + BC... §. 83 


Lehrſaßg II. 

Sind in einem un verzweigten) Viereck ein Paar Gegen⸗ 
ſeiten gleich und parallel, fo ift es ein Parallelogramm. 

Vrſ. Im J ABCD iſt: 1) AB= DC, 2 AB + DC. 

Beh. Das I ABCD iſt ein Parallelogramm. 

Bew. Zieht man die Diagonale BD, fo iſt J ABD D 
2... (sws); denn es iſt: 1) BD= DB, 2 BA= DC... Brſ. 1.), 
3) /ABD=/CDB... rf. 2.) u. $. 83, Z. I). Hieraus folgt: 
. ADB = CD. . . 59, alſo: AD + BC. . . . 83, Z. I. 


Aufäße. 

I. Haben zwei Punkte einer Graden, zwiſchen denen 
fie von einer zweiten nicht geſchnitten wird, gleiche Ab- 
ſtände von der letzteren, ſo ſind die beiden Graden parallel. 

II. Der geometriſche Ort aller Punkte, welche auf einer 
Seite einer Graden liegen und von dieſer gleiche Abſtände 
haben, iſt eine parallel zu ihr liegende Grade. 


Kehr ſaßh IH. 


Sind die Gegenwinkel eines Vierecks paarweiſe gleich, ſo 


iſt das Viereck ein Parallelogramm. 
Vrſ. Im JAB O iſt: 


2 N 
0 1) 44 =, 
, e , 
Beh. Das J 435 0 iſt ein 
A 3 Parallelogramm. 
1 1 D 
2 2 8 8 * A 
1) Verzweigte Vierecke mit einem Paar 
gleicher und paralleler Gegenſeiten ſind ſehr Pe 
wohl möglich: 5 
A De" Dh 
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Bew. Da nach $. 78 
ZA+/B+/0+/D=2G 
iſt, ſo folgt n. d. Brf.: 
ZAHZB+Z/A+Z/B=26G, 
ZA+ZB=6, 
und ebenfo: AA ZD—G 2: 
Mithin trifft die Beh. zu nach §. 88, L. II. 


Lehrſatz IV. 


Sind in einem Viereck zwei Gegenſeiten parallel und zwei 
Gegenwinkel gleich, ſo ift das Viereck ein Parallelogramm. 


Vrſ. Im MABCD iſt: * 
1) AB 85 DC, 
er ale 
Beh. Das JA iſt ein 
Parallelogramm. 4A 2 


Bew. Wegen der Vrſ. 1) iſt: /A+Z/D=G;...$.83, Z. , 
mithin nach der Vrſ. 2) auch: , CDG. 
Folglich iſt die Beh. richtig nach §. 88, L. II. 


Lehr ſatz J. — 

Sind in einem Viereck zwei Gegenſeiten gleich, zwei Gegen: 
winkel gleich, und die Diagonale, welche dieſen gegenüberliegt, 
nicht kleiner als die erfteren, jo iſt das Viereck ein Parallelo⸗ 
gramm. 

Vrſ. Im J 4300 iſt: * e 

1) AB= O, 
)/A=/0C, 
3) BD S AB. 

Beh. Das Z ABCD iſt ein 4 In 

Parallelogramm. 


Bew. Es iſt 
ABD A DB. aso). 
Hieraus folgt das Übrige. 


— 100 — 
Acholie. 


Wäre BD<AB, fo könnte 
das 4350 u. A. auch die hier⸗ 
neben gezeichnete Geſtalt haben. 


$. 91. 
Aufgaben. 

I. Durch einen gegebenen Punkt die Parallele zu einer 

gegebenen Graden zu ziehen. 
Anal. Iſt AZHXY, 
N ſo giebt es zwiſchen ihnen ein 
: #4 ABCD; und ein ſolches 
N entfteht nach §. 89, L. I. 
wenn AD = BOC, CD = A 
gemacht wird, was durch Kreiſe 
X 3 e Y mit dem Radius BC um 4 
und dem Radius AB um C 


zu Stande gebracht werden kann. 

II. Zu einer gegebenen Graden eine Parallele in einem 
gegebenen Abſtande von ihr zu ziehen. 

Anal. Da man auf der gegebenen Graden eine Senkrechte von 
gegebener Länge in einem beliebigen Punkte errichten kann, ſo kann man 
hierdurch einen Punkt der verlangten Parallele finden und dann nach I 
durch dieſen die ganze Parallele conſtruiren. 


$. 92. 
Lehrſatz I. 
Die beiden Diagonalen eines jeden Parallelogramms hal- 
bieren ſich gegenſeitig. 
75 ; Vrſ. Die beiden Diago⸗ 
nalen des ++ ABCD ſchneiden 
ſich im Punkte M. 


Beh. Es iſt: 
1) MA= MC, 
2 MB—=MD. 
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Bew. Es iſt AAMBEACMD... bse, weil 

S Men. NA EEE u NINUM MD Wa $. 89, 3.1, 
, MAB = M an den Parall. AB u. OD bei der Schneidenden 40 8.84, 
MBA =D HAhu. C 5 BD . 


£ehrfaß II. 

Halbieren ſich die Diagonalen eines Vierecks gegen— 
ſeitig, fo iſt es ein Parallelogramm. 

Vrſ. Im JAB ſchneiden ſich die Diagonalen in M fo, daß 
1) MA= MC, 2) MB=MD if. 

Beh. Es iſt AB + DC, AD + BC. 

Bew. Da /AMB = CM dals Scheitelwinkel), ſo iſt 
NAMB= A CMD... (sws). Hieraus folgt die Gleichheit der 
Seiten AB und CD, fowie der Wechſelwinkel an dieſen, weshalb nach 
$. 90, L. II 430 / ein Parallelogramm iſt. 


Lehrſaß III. 

Iſt ein Punkt auf einer durch ihn hindurchgehenden Gra- 
den gleich weit von zwei Parallelen entfernt, ſo iſt er es 
auch auf jeder anderen Graden, welche durch ihn hindurch— 
geht. 

Vrſ. Es iſt 1) AB + DC; und die Graden 40 und BD treffen 
ſich in M fo, daß 2) MA = MO iſt. 

Beh. Es iſt: MB= MD. 

Bew. Es iſt: AAMB = N CMD. (wsw). 


$. 93. 
Aufgaben. 

I. Es iſt ein concaver Winkel und im Felde deſſelben 
ein Punkt gegeben. Durch dieſen foll eine Grade fo ge⸗ 
zogen werden, daß ihre Schnittpunkte mit den Schenkeln 
gleich weit von ihm entfernt ſind. 

Anal. Sit / BAD 
der gegebene Winkel, 7 
der gegebene Punkt, und 
BD die verlangte Grade, 
fo läßt ſich das AABD 4 
durch Verdoppelung der 
Graden AM bis C zu einem + ABCD vervollſtändigen ($. 91, L. II). 


2 


A 
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Hat man erſt die Ede C, fo läßt ſich CD + AB ziehen, z. B. nach 
$. 90, wodurch man außer M einen zweiten Punkt D der geſuchten 
Graden DB erhält. 

II. Von einem Punkt außerhalb eines concaven Winkel- 
feldes eine Grade ſo zu ziehen, daß er und die Durchſchnitte 
mit den beiden Schenkeln gleiche Strecken auf derſelben 
beſtimmen. 

Anal. Iſt / CAD der ge 
gebene Winkel, B der gegebene Punkt 
und BMD die verlangte Grade, ſo 
hat man dafür zu forgen, daß 480 
ein Parallelogramm wird. 


$. 94. 
Definition. 


Jedes Parallelogramm, in welchem zwei Nachbar— 
winkel gleich ſind, heißt ein Rechteck. 


Lehrſatz I. 
In jedem Rechteck ſind alle Winkel rechte. 
2 —ͤ Vrſ. Im tf 4300 iſt . 4 = , B. 


Beh. Es iſt / A= . B= O D. 
Bew. Da das Z 430 ) ein Parallelo- 
5 gramm iſt, ſo iſt 


CAT B= GS 22 . . 87, L. Lu. C. 39, Z. IV. 
Mithin iſt wegen der Vrſ., daß /A=/B ſei: 
r eie 
folglich auch: 
/0=D=xR...%8, Z. J. 
£ehrfaß II. 

Sind drei Winkel eines Vierecks rechte, oder iſt ein Winkel 

eines Parallelogramms ein rechter, ſo iſt daſſelbe ein Rechteck. 


$. 95. 
Lehrſaßg J. 
In jedem Rechteck ſind die Diagonalen gleich. 
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Vrſ. Es iſt ein Rechteck 4500 mit , 0 
ſeinen Diagonalen gegeben. 
Beh. Es iſt: 40 = BD. 

Bew. Es iſt: n 
AABC=ADBAD.... (sws), A * 
LEehrſagh II. 

Sind die Diagonalen eines Parallelogramms gleich, 
ſo iſt es ein Rechteck. 

Vrſ. Es iſt ein FE 480 mit feinen Diagonalen gegeben, in 
welchem 40 = BD iſt. 

Beh. Es iſt / ABO = BAD. 

Bew. Es iſt J ABO BAD. . . (35), und deshalb die 
Behauptung zutreffend. 


KAcholie. 


Ein Viereck, welches gleiche 
Diagonalen beſitzt, braucht deshalb 
noch kein Rechteck zu ſein; — z. B. 
hat das hierneben gezeichnete Viereck 
gleiche Diagonalen. Es müſſen noch 
die beiden Beſtimmungen hinzukommen, 
welche ſchon zur Kennzeichnung eines 
allgemeinen Parallelogramms erforder- 4 


lich find. 


§. 96. 
Befinition. 
Jedes Parallelogramm, in welchem zwei Nachbarſeiten 
gleich find, heißt ein Rhombus.“ 
Zuſäte. 
1. In jedem Rhombus find alle Seiten gleich. 


II. Sind in einem Viereck alle Seiten gleich, ſo iſt es 
ein Rhombus. 


N bôhnß dc. 
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Kg. 
Lehrſatz I. 
In jedem Rhombus ſtehen die Diagonalen auf ein⸗ 


ander ſenkrecht und halbieren die Rhombuswinkel. 
Vrſ. Im Rhombus 430 


25 ſchneiden ſich die Diagonalen in M. 
Beh. Es iſt 40 ＋L BD, und 
außerdem 


e . 
/ BDA= BDO, 
A 4 /4ACD= / ACB, 
D DBA. 
Bew. Es iſt: AMAB=ZAMAD=ZEAMCD=ZEAMOB 39), 
und deshalb die Behauptung zutreffend. 


Lehrſaß II. 
Stehen die Diagonalen eines Parallelogramms auf einander 
ſenkrecht, jo iſt es ein Rhombus. 


Lehr ſatz III. 
Werden die Winkel eines Parallelogramms von den Diago— 
nalen halbiert, ſo iſt es ein Rhombus. 
— Zum Beweiſe der beiden letzten Sätze gelangt man durch §. 91 
und (sws). 


Lehrſatz IV. 

Stehen die Diagonalen eines Vierecks auf einander ſenk⸗ 
recht und halbieren die Winkel deſſelben, ſo iſt das Viereck ein 
Rhombus. 

— Bew. durch (wsw). 


F. 98. 
QAefinition. 


Jedes Parallelogramm, in welchem zwei Nachbar⸗ 
winkel und auch zwei Nachbarſeiten gleich ſind, heißt ein 
Quadrat.) 


1) quadratum. 
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Ju ſatz. 

In jedem Quadrat ſind alle Seiten 
gleich, alle Winkel rechte; die Diago— 
nalen ſind gleich, ſtehen auf einander 
ſenkrecht und halbieren die Quadrats 
winkel. — Die Quadrate beſitzen alle 
Eigenſchaften der Rechtecke und der 
Rhomben. 


$. 99. 
Aefinition. 

Jedes Viereck, in welchem zwei Seiten parallel ſind, 
heißt ein Trapez.) — Die beiden als parallel voraus- 
geſetzten Gegenſeiten heißen die Grundlinien, die beiden an⸗ 
deren aber die Schenkel des Trapezes. 


Lehrſatz I. 

Die Grade zwiſchen den Mitten der Schenkel eines 
Trapezes iſt den Grundlinien parallel und der halben 
Summe der letzteren gleich. 

Vrſ. Das J ABOD 
iſt ein Trapez, in welchem 
1) AB=+ CD iſt, und 
ferner eine Grade EF die 
Schenkel AD und BC 
in E und F fo trifft, 
daß 2) EA—= ED, 
3) FB = FC ift. 


Beh. Es iſt: 1) EF AB ＋ OD, 2 EF = 


A ＋ CD 
a 
Bew. Man ziehe zu AD durch F eine Parallele, welche die Grade 


AB in X und die Grade DC in Y ſchneide. Dann iſt: 
e . „(8168) 


weil: 1) DET Vrſ. 3), 
e 53°... $. 27, 
Z Vrſ. 1) u. §. 84. 


1) Das Trapez (rpanetztiov, von tpaneLa oder rerpanela, Vierfuß, Tiſchplatte) 
enthält eine Bedingung weniger, als das Parallelogramm, da die Parallelität nur 
von zwei Gegenſeiten verlangt wird: das Trapez iſt die allgemeinere Geſtalt. 
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Aus der bewieſenen Congruenz folgt: 
I. EX —= KEY, 
IE BR —ICH 
Nun iſt aber ferner wegen der Parallelität der Gegenſeitenpaare 
AXYD ein Parallelogramm, weshalb 
IE ZI 20% 
hervorgeht. 
Aus III folgt in Verbindung mit Vrſ. 2) und I: 
2. AE 2 XF, AE XF, 
fo daß, weil in der Conſtr. 4E + XF gemacht war, das Viereck AX FE 
ein Parallelogramm ($. 89, L. II) und deshalb 
IV. EF = Ax, fo wie EF AX, EF AB 
iſt. — In ähnlicher Weiſe kann man ableiten, daß DYE ein Parallelo- 
gramm, und daß deshalb 
V. EF = DF, ſo wie EF DT, EF DO 
iſt. 
Summirt man endlich die Gleichungen IV und V, ſo erhält man: 
2 EF = AXT DF 
= (AB—BX) + (DC+cY) 
AB DO BX YA? O 
AB D II. 


Juſag J. 

Die grade Verbindungslinie der Mitten zweier Drei— 
ecksſeiten iſt der dritten Seite parallel und der Hälfte der— 
ſelben gleich. 

— Denn läßt man die Seite DO des Trapezes 480 in einen 
Punkt zuſammenſchrumpfen, ſo geht es in ein Dreieck über. 


Lehrſatz II. 

Zieht man durch den Mittelpunkt des einen Schenkels 
eines Trapezes eine Parallele zu den Grundlinien, ſo 
halbiert dieſelbe den andern Schenkel und iſt der halben 
Summe der Grundlinien gleich. 

— Denn da es durch einen Punkt nur eine Parallele zu einer 
Graden giebt §. 84, Z. I), fo fällt fie mit derjenigen zuſammen, welche 
nach L. I durch Verbindung der Mitten der Schenkel erhalten wird. 
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Zu ſaß II. 

Zieht man zu einer Dreiecksſeite durch die Mitte einer 
zweiten eine Parallele, ſo halbiert dieſe auch die dritte 
Seite, und ihr Abſchnitt zwiſchen den beiden Schnitt⸗ 
punkten iſt halb ſo groß, wie die zuerſt genannte Seite. 


§. 100. 
Refinition. 

Unter einer Höhe eines Dreiecks verſteht man die von 
einer Ecke aus auf die Gegenſeite gefällte Senkrechte, unter 
einer Höhe eines Parallelogramms den Abſtand zweier paral— 
lelen Gegenſeiten von einander, unter der Höhe eines Trapezes 
den Abſtand der parallelen Gegenſeiten von einander.!) 

Grundlinie heißt eine ſolche Seite, auf welcher eine Höhe 
gedacht wird. 


In ſaß. 
Jede Dreiecksſeite kann als Grundlinie mit einer befon- 
deren Höhe gedacht werden, die Parallelogrammſeiten paar- 
weiſe, von den Trapezſeiten nur die parallelen. 


Aufgaben. 

J. Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches eine Höhe, 
die zugehörige Grundlinie und ein Winkel an derſelben 
gegeben ſind. 

Anal. Hat das A ABC die verlangte Höhe C, die verlangte 
Grundlinie AB und den verlangten / A, fo find AB und / A an 
einander hängende, ſofort conſtruirbare 
Stücke, durch welche man zugleich den 2 
zweiten Schenkel des / A als einen 
Ort des Punktes C gewinnt. Einen 
zweiten Ort des Punktes C liefert die 
Beſtimmung, daß C einen gegebenen 
. Abftand von AB haben ſoll, und A 7 B 
dieſer Ort iſt nach §. 90 II, Z. II 
eine Parallele CX zu AB, welche nach §. 91, II in dem gegebenen 
Abſtand conſtruirt werden kann. — Nach Auffindung des Punktes C ift 
keine Schwierigkeit mehr vorhanden. 


1) Bei einem Viereck von beliebiger Geſtalt läßt ſich von einer Höhe nicht ſprechen. 
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II. Ein Parallelogramm zu conſtruiren, für welches eine 
Höhe, die zugehörige Grundlinie und ein Winkel gegeben 
ſind. 

— Analyſis analog derjenigen zu I. 

III. Ein Trapez zu conſtruiren, für welches die Höhe, die 
Grundlinien und ein Winkel gegeben ſind. 

IV. Durch einen gegebenen Punkt die Parallele zu einer 
gegebenen Graden zu ziehen. 

Anal. St PV + AB 
gezogen, fo kann man zu dieſer 
Figur zwei ſonſt beliebig ge⸗ 
zogene Graden PZ und ZV 
hinzufügen, nur daß PZ von 
AB in einem Punkt Y halbiert 
werde. Dann wird aber in 
einem Punkt auch 2 von 
AB halbiert ($. 99, Z. II). 

— Hiernach läßt ſich die 

Parallele ohne Winkelabtra⸗ 
gung conſtruiren. 

V. Ein Trapez zu conſtruiren, für welches die Seiten 
gegeben ſind. 


D f Anal. Zieht man, wenn 

AB und CD die Grundlinien find, 

durch D eine Parallele zum Schenkel 

BC, ſo wird BCD ein Paral⸗ 

A [5 lelogramm. Da in dieſem DX 

| * C und BX = CD iſt, fo 

kennt man im A ADX die drei Seiten, kann es deshalb conſtruiren 

und dann das FE DX 50 heranſetzen, von welchem zwei Seiten (XD 
und XB) und der eingeſchloſſene Winkel (DXB) gefunden find. 

Determ. Die Differenz der Grundlinien muß größer als die 
Differenz und kleiner als die Summe der Schenkel gegeben ſein. 
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Capitel IV. 
Die Grundeigenſchaften des Kreiſes. 


$. 101. 
Acholie. 

Der Hauptzweck der bisher angeſtellten Betrachtungen richtete ſich 
auf die Ermittelung der Eigenſchaften der graden Linien, weshalb die 
Kreislinien nur in dem Maße mit in die Unterſuchung hineingezogen 
wurden, in welchem man ſie ohne Verletzung der Strenge als Mittel für 
jenen Zweck nicht entbehren kann. 

In dieſem Capitel tritt das umgekehrte Verhältnis ein. 

Vom Kreiſe iſt bisher gehandelt worden in: 

$. 35, wo die Exiſtenz des Kreiſes nebſt feinen Grundeigenſchaften nach⸗ 
gewieſen und einige Begriffe definirt ſind, welche zu ihm Be⸗ 
ziehung haben; 

$. 36, wo das Poſtulat über die Conſtruction eines Kreiſes aufgeſtellt 
iſt, von welchem man das Centrum und den Radius kennt; 

$. 37, wo Kennzeichen für die Lage eines Punktes gegen einen Kreis, 
dergleichen für die Congruenz von Kreiſen gefunden und die 
Kreisbogen congruenter Kreiſe als gleichartige Größen erkannt 
werden; 

$. 38 nud $. 43, wo von der Congruenz der Kreisausſchnitte und von der 
Wechſelbeziehung gleicher Centriwinkel und Kreisbogen zu ein⸗ 
ander gehandelt wird; 

$. 49, wo von den Schnittbedingungen einer Graden mit einem Kreiſe 
die Rede iſt; und in 

9. 51, wo die Bedingungen für den zweipunktigen Schnitt zweier Kreiſe 
aufgeſtellt werden. N 

An dieſe Lehren ſchließen ſich die folgenden an. 
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$. 102. 
Lehrſatz I. 

Die durch das Kreiscentrum gehende Senkrechte zu 
einer Secante halbiert das Sehnenſtück der letzteren und 
jeden der durch ſie abgeſchnittenen Kreisbogen. 

Vrſ. Durch das Centrum C eines 
Kreiſes geht zu einer Secante AB eine Senf: 
rechte, welche dieſelbe in D und den Kreis 
in E und E“ ſchneidet. 


Beh. Es iſt: 
1) DA = DB, 
2) EA Ez, 
3) EA=EB. 


Bew. Zieht man die Radien ) CA 
und CB, fo ift das A ACB über der 
Baſis AB gleichſchenklig, und daher 

DA=DB, DA = DOB. . . 30, Z. I. 

Aus der fo eben bewieſenen Gleichheit der Centriwinkel, ECA 
, ECB, und der fi) hieraus ergebenden Gleichheit ihrer Neben⸗ 
winkel, ECA E CB, folgt aber 

EA = EB, EA EB. . 43, 3.1. 


Lehrſatz II. 

Die im Mittelpunkt einer Sehne auf ihr errichtete 
Senkrechte geht durch das Kreiscentrum und halbiert die 
abgeſchnittenen Kreisbogen. 

Bew., wie oben, nur daß $. 42, Z. III anftatt $. 30, Z. I zur 
Anwendung kommt. 


Lehrſaß III. 
Derjenige Durchmeſſer, welcher durch den Mittelpunkt 
einer Sehne hindurchgeht, ſteht auf der letzteren ſenkrecht 
und halbiert die abgeſchnittenen Kreisbogen. 


1) Da der Kreis durch die Gleichheit der Radien definirt iſt, fo muß jede Beweis⸗ 
führung über ſeine Eigenſchaften auf dieſe Gleichheit im letzten Grunde zurückgreifen. 
Das Ziehen der Radien nach wichtigen Punkten iſt daher das erſte Geſchäft faſt jedes 
Beweiſes. Hierauf kommen dann meiſtens die Sätze über das gleichſchenklige Dreieck 
zur Anwendung. 
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Bew., wie zu L. I, nur daß $. 30, L. anſtatt $. 30, Z. I zur An⸗ 
wendung kommt. 


Lehrſatß IV. 

Derjenige Durchmeſſer, welcher durch den Mittelpunkt 
eines Bogens hindurchgeht, halbiert die denſelben ab— 
ſchneidende Sehne ſenkrecht und geht durch den Mittel- 
punkt des zweiten abgeſchnittenen Bogens. 

— Denn wenn EA = EB gegeben iſt, jo iſt auch / ECA 
, ECB. . . . 38, Z.). Hieraus folgt das Übrige nach $. 42, 
Z. IV und nach L. I. 


Lehrſat y. 

Diejenige Grade, welche durch die Mittelpunkte einer 
Sehne und des einen der abgeſchnittenen Bogen geht, ſteht 
auf der Sehne ſenkrecht, geht durch das Kreiscentrum und 
halbiert den andern Bogen. 

— Denn fällt man von C auf AB eine Senkrechte, fo geht 
dieſe durch D und E, unterſcheidet ſich alſo nicht von der gegebenen 
Graden DE, da ſie mit ihr zwei Punkte, D und E, gemein hat; 
mithin geht ſie auch durch E'. 


Lehrſatz VI. 

Diejenige Sehne, welche die beiden von einer zweiten 
Sehne abgeſchnittenen Bogen halbiert, iſt ein Durchmeſſer, 
halbiert die andere Sehne und ſteht auf ihr ſenkrecht. 

— Denn zieht man durch den Halbierungspunkt E des Bogens 
AEB den Durchmeſſer, jo hat dieſer mit der gegebenen Sehne EE“ 
außer E nach L. IV auch den Punkt E' gemein, weshalb er mit ihr 
zuſammenfällt. 


$. 103. 
kehrfaß I.) 
Ein Kreis und eine Grade haben höchſtens zwei Punkte 
mit einander gemein. — Jeder Kreis iſt eine krumme Linie. 


1) Dieſer Lehrſatz wurde in §. 49 (Z. II) ſchon einmal auf andere Weiſe be⸗ 
wieſen. Er iſt hier hauptſächlich deshalb wiederholt, um ihn dem in 8. 104 folgenden 
Lehrſatz J auf ſichtbare Weiſe gegenüberzuftellen. 
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Vrſ. A, Bund C find drei verſchiedene 
Punkte eines Kreiſes um 0. 
Beh. Die drei Punkte A, B, O liegen 
0 nicht in einer einzigen Graden. 
Bew. Zieht man die Sehnen AB, BC 
und die Radien OA, OB, 00, ſo iſt, weil 
(4 die Dreiecke AOB und BOC über AB und 
re BC gleichſchenklig find: 
LOBA<ZAR, , OhO CA,. . . 47, Z. III, 
mithin: 
„ Vie. u. $. 20, VI, 
fo daß die Linie ABC keine grade fein kann. 


$. 104. 
&chrfab J. 


Durch je drei Punkte, welche nicht in einer Graden 
liegen, läßt ſich ein Kreis legen. 
Vrſ. Es ſind drei Punkte 
A. B, C gegeben, welche nicht in 
einer einzigen Graden liegen. 
Beh. Durch die drei Punkte 
A, B, C läßt ſich ein Kreis legen. 
9 Bew. Zieht man die Graden 
4 CA und CB, fo bilden fie nach der 
2 Y Vrſ. einen / ACB, welcher weder 
null noch geſtreckt iſt. Errichtet man 
dann auf BC in ihrer Mitte D, und auf 40 in ihrer Mitte E je eine 
Senkrechte, fo ſchneiden ſich dieſe nach §. 84, Z. IV in einem Punkte O; 
und nach §. 30, Z. II ift, wenn man noch die Graden OA, OB, 00 
zieht, in den Dreiecken 400 und 500: 
OA == 00, OB = OC. 
Mithin geht der um O mit dem Radius OA gezogene Kreis auch 
durch B und C. 


0 


In ſaß 


Durch je drei Punkte läßt ſich entweder eine Grade 
oder ein Kreis legen. 
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Lehr ſatz II. 


Durch drei Punkte, welche nicht in einer Graden liegen, 
läßt ſich nur ein Kreis legen. — Alle Kreiſe, welche drei 
Punkte gemein haben, decken ſich vollſtändig. 

Vrſ. Es haben mehrere Kreiſe die drei Punkte A, B, C gemein. 

Beh. Dieſe Kreiſe decken ſich vollſtändig. 

Bew. Da 40 und BC gemeinſchaftliche Sehnen dieſer Kreiſe find, 
jo liegen ihre Centren nach §. 102, L. II ſämmtlich in derjenigen Graden, 
welche auf 40 in ihrem Mittelpunkte E ſenkrecht ſteht, und auch ſämmt⸗ 
lich in derjenigen Graden, welche auf BC in ihrem Mittelpunkte D ſenk⸗ 
recht ſteht. Nun haben aber zwei verſchiedene Graden nie mehr als einen 
Punkt gemein: folglich liegen die Kreiscentren ſämmtlich in einem ein⸗ 
zigen Punkte O. Dann haben die Kreiſe ferner, weil fie ſämmtlich durch 
A gehen, gleiche Radien == 04. Folglich decken fie ſich vollſtändig. 
‘8. 37, Z. I.) 


Aufüße. 


I. Je zwei verſchiedene Kreiſe können höchſtens zwei 
Punkte gemein haben. 


II. Die drei Graden, welche einzeln auf den Seiten 
eines Dreiecks in deren Mitten ſenkrecht ſtehen, ſchneiden 
ſich in einem einzigen Punkt, welcher von den Ecken gleich 
weit entfernt iſt. 

— Denn die drei Seiten find die Sehnen eines einzigen Kreifes. !) 

III. Die drei Höhen eines Dreiecks ſchneiden ſich in 
einem Punkt. 


1) Der Beweis läßt ſich auch ohne Einmiſchung des Kreiſes auf einfache Weiſe 
führen. Denn zieht man durch die Mitten 0 
D und E die Graden DO L BO, 
EO 1 4, fo ift, wie beim Beweiſe 
von L. 1: OA = OC = Oh. Daher B 
iſt N AOB über AB gleichſchenklig, fo 
daß die auf AB iu ihrer Mitte F er⸗ 
richtete Senkrechte ebenfalls durch O hin⸗ D 
durchgeht ($. 42, Z. III). 4 


Worpitzky, Elemente der Mathematik. 8 
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— Denn zieht man durch 

3 5 4 die Eden des A ABC die Paral- 
lelen zu den Seiten, ſo entſteht ein 

neues AC“, deſſen Seiten in 

4 * A, B und C halbiert find und auf 

denen die Höhen des erſteren in 
A, B und O ſenkrecht ſtehen, weil 
ſie ſenkrecht zu ihren Parallelen ſind. 


Aufgaben. 


I. Einen Kreis zu conſtruiren, welcher durch drei ge- 
gebene Punkte hin durchgeht. 
— Analyſis und Determination ſind in den obigen Sätzen ent⸗ 
halten. 
II. Das Centrum eines gegebenen Kreiſes zu finden. 
III. Einen gegebenen Kreisbogen zu einem ganzen Kreiſe 
zu vervollſtändigen. 


$. 105. 
Lehrſaß l. 


In congruenten Kreiſen ſteht der größere Centriwinkel 
auf dem größeren Bogen. 


A 4' 


Brſ. In den congruenten Kreiſen um C und C find bie Kreis⸗ 
ausſchnitte ACB und A’C’B’ gegeben, bei welchen AB > AB iſt. 

Beh. Es iſt /ACB>/Z/AC'. 

Bew. Schneidet man auf dem Bogen AB einen Bogen AB, = A5 
ab, fo fällt 3, nach der Vrſ. zwiſchen A und B, alſo der Radius C5. 
in das Winkelfeld 405, und es wird / ACB, = / AC! F. 38), 
mithin / ACB>/ACB G. 17, D. III. 
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£ehrfaß II. 

In congruenten Kreiſen liegt der größere Bogen im 
Felde des größeren Centriwinkels. 

Vrſ. In den congruenten Kreiſen um C und C' find die Kreisaus⸗ 
Ihnitte 405 und 405 gegeben, in welchen /ACB> /A’C’B it. 

Beh. Von den Bogen dieſer Kreisausſchnitte iſt AB > AB. 

Bew. Im Felde des Centriwinkels 403 kann man nach der Vrſ. 
einen Radius CB, fo ziehen, daß 40 = / A C’B wird. Da 
dann der Bogen 45. = A- wird F. 43, ſo ft AB> AB". 


Zu ſaßz. 


In jedem einzelnen Kreiſe ſteht der größere Centri— 
winkel auf dem größeren Bogen, und umgekehrt. — In jedem 
Kreiſe nehmen die Bogen und die Centriwinkel über ihnen 
zugleich zu und ab. 

— Denn legt man die oben betrachteten congruenten Kreiſe mit 
den Centren zuſammen, ſo bilden ſie, wie man ſie auch um dieſe drehen 
mag, einen einzigen Kreis ($. 37, Z. J). 


$. 106. 
Aefinition. 


Jede Figur, welche von einer Sehne und einem die— 
ſelbe überſpannenden Kreisbogen gebildet wird, heißt ein 
Kreisabſchnitt. 


Lehrſatz. 


In Kreisabſchnitten congruenter Kreiſe find die Sehnen 
und die Bogen in übereinſtimmendem Sinne gleich und 
ungleich, wenn die Felder der Kreisabſchnitte die Centren 
nicht in ſich enthalten. 

Bew.! In den congruenten Kreiſen um C und C' fein ABA und 
43A Kreisabſchnitte, deren Felder die Centren C und C' nicht in ſich 


1) Da in dem Lehrſatz vier von einander verſchiedene Sätze zuſammengezogen 
find, fo bat man vier verſchiedene Vorausſetzungen mit vier verſchiedenen Behaup⸗ 
tungen. 


8 * 
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enthalten. Zieht man die Radien CA, CB, CA, C’B', fo entftehen 
wegen der Gleichheit derſelben zwei Dreiecke 405 und A’C’B', welche 
in den von C und C'“ ausgehenden Seitenpaaren übereinſtimmen, und 
deren Winkel bei C und C“ Centriwinkel auf den Bogen AB und A’B’ 
der gegebenen Kreisabſchnitte find. !) 

Nun ſind aber nach §. 106 dieſe Centriwinkel mit dieſen Bogen in 
übereinſtimmendem Sinne ungleich oder auch gleich, und nach $. 59 4) 
find fie es gleichfalls mit den Seiten AB und A’B’ der Dreiecke 40 
und A'B’C’. Daher gilt unſer Satz. 


Ju ſatz. 
In jedem Kreiſe nehmen Sehne und Bogen eines Kreis— 
ausſchnitts, in deſſen Felde das Centrum nicht liegt, zu— 
gleich zu und ab. 


$. 107. 
Lehrſatz I. 
In jedem Kreiſe ſind alle Sehnen, welche einen gleichen 
Abſtand vom Centrum haben, gleich. 


Vrſ. In einem Kreiſe hat man zwei 
Sehnen AB und 45 in den Abſtänden 
CD und CD’ vom Centrum C, und es iſt 
D 

Beh. Es iſt AB=AB. 

Bew. Zieht man die Radien CA und 
CA, ſo iſt ACADZENCAD.... (Ssw);, 
mithin: 


B’ 


1) Läge C zwiſchen Sehne und Bogen, fo würde der auf dieſem ſtebende Centri⸗ 
winkel nicht Winkel der fraglichen Dreiecke ſein. 
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n, 
2. AD = 2. A4 D'“, AB=AB...$. 20, XI u. §. 102, L. I. 


lehrſaßz II. 


In jedem Kreiſe haben alle gleichen Sehnen gleiche 
Abſtände vom Centrum. 

Vrſ. In einem Kreiſe hat man zwei Sehnen AB und A’B’ in 
den Abſtänden CD und CD’ vom Centrum C, und es ft 48 = AB. 

Beh. Wit CD = C' D.. 

Bew. Nach der Vrſ. und §. 20, XIII iſt: 

AB = NEF, AD= AD .. 102, L. I. 
Zieht man noch die Radien CA und CA’, fo iſt mithin: 
NOADEA CAD, .. (So 

alſo: CD OD. 


$. 108. 
Lehrſaßg J. 


Diejenigen Sehnen eines Kreiſes, welche keine Durch— 
meſſer ſind, ſind kleiner als ein ſolcher, und zwar deſto 
kleiner, je weiter ſie vom Centrum entfernt liegen. 

Vrſ. Die Sehnen AB und 43. 
eines Kreiſes um das Centrum C haben von 
dieſem die Abſtände CD und CD’, von 
welchen C Y CD’ iſt. 

Beh. Bezeichnet man durch d die 
Länge des Kreisdurchmeſſers, ſo iſt 

e 

Bew. Zieht man die Radien CA, 
CB, CA“, CB, fo folgt aus den Drei⸗ 
ecken 405 und 403 zunächſt ohne K 
Weiteres: 

AB<CA+CB=4, AB<CA+CB—d .. . 50, L. I u. . 35, Z. II. 

Ferner find in den bei D und D’ rechtwinkligen Dreiecken CA 
und CAD die Hypotenuſen gleich (als Radien: C4 == 04’), während 
Kathete CD Y CD’ iſt (n. d. Vrſ.). Alſo ift: 


K F. 60, 
FW F. 20, XII. 
Mithin: r F. 102, L. I. 


www.rcin.org.pl 


— 118 — 


Lehr ſaßz II. 

In einem Kreiſe liegt jede kleinere Sehne weiter vom 
Centrum entfernt als die größere; und jede Sehne, welche 
einem Durchmeſſer gleich iſt, iſt ſelbſt ein Durchmeſſer. 

Vrſ. Die Sehnen AB und A’B’ eines Kreiſes um das Centrum 
C haben von dieſem die Abſtände CD und CD’; und es iſt 45 < AB. 

Beh. Es iſt CD> C; ferner muß OD’ — 0 ſein, wenn 
AB d fein fol, und d die Länge eines Durchmeſſers bedeutet. 

Bew. Aus der Vrſ. folgt: 345 A.,, d. i. nach $. 102, L. I: 
AD<AD., Zieht man nun die Radien CA und CA, fo ergiebt 
ſich demnach aus deu rechtwinkligen Dreiecken CAD und CAD, daß 
CD DO iſt ($. 60). 

Zieht man noch den Radius CB", fo erſieht man aus $. 50, L. I, 
daß 40 kein Dreieck fein kann, wenn AB —=d= (CA + CB 
fein ſoll, ſondern dann CD’ = 0 fein muß. 


$. 109. 
Acholie. 

Nach dem Lehrſatz I des vorigen $. wird das Sehnenſtück einer 
Secante, wenn man fie vom Kreiscentrum ent: 
fernt, immer kleiner, m. a. W.: ihre Schnitt⸗ 
punkte mit deim feſtliegenden Kreiſe rücken immer 
näher an einander. Sobald der Abſtand der 
Graden vom Centrum dem Radius gleich wird, 
hat fie nach §. 49, Z. III mit dem Kreiſe nur 
noch einen Punkt gemein, nehmlich den End: 
punkt des Radius, welcher zugleich auf ihr 
ſenkrecht ſteht. 

Man kann fragen, ob dies vielleicht eine 

Grenzlage iſt, in welche eine bewegliche Secante 

auch bloß dadurch gebracht wird, daß man ihr 

Sehnenſtück allmählich in jenen einzigen Punkt zuſammenſchrumpfen läßt. 

Oder genauer geſprochen: Werden die Entfernungen n neh, Punkte 

dieſer Graden von einer beweglichen Secante vielleicht bloß dadurch un⸗ 

endlich klein,) daß man das Sehnenſtück der letzteren bei dem in Rede 
ſtehenden Kreispunkt unendlich klein nimmt? 

Die Beantwortung dieſer Frage iſt für die Erkennung der Eigen⸗ 


1) d. h. kleiner als eine beliebig klein gegebene unveränderliche Strecke. Vergl. 
Arithmetik 8. 34. 
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ſchaften des Kreiſes von weittragender Bedeutung. Sie fällt, wie die 
analoge Frage bei vielen andern Curven! krummen Linien), bejahend 
aus ($. 111). — Es giebt aber auch ſowohl ſolche krumme Linien, bei 
welchen die Secante durch einen Curvenpunkt beim Zuſammenſchrumpfen 
ihres Sehnenſtücks verſchiedenen Grenzlagen genähert werden kann, als 
auch ſolche, bei welchen eine Grenzlage überhaupt nicht exiſtirt. 
$. 110. 
Arcfiunitionen. 

J. Bewegt fih eine Grade fo, daß die Entfernungen 
zweier beſtimmten Punkte einer feſten Graden von ihr 
ſchließlich kleiner werden und dann kleiner bleiben als eine 
beliebig klein gewählte, unveränderliche Strecke, fo heißt 
die feſte Grade die Grenzlage der bewegten. 

II. Unter der Tangente? oder der Berührenden einer Linie 
in einem Punkt der letzteren verſteht man die Grenzlage 
einer um ihn drehbaren Secante, deren Sehnenſtück all- 
mählich kleiner gemacht wird als eine beliebig klein ge— 
wählte, unveränderliche Strecke. 

III. Der Punkt, in welchen die Secante zuſammen— 
ſchrumpft, heißt der Berührungspunkt. 

IV. Beim Kreiſe heißt der Radius, welcher nach dem Be— 
rührungspunkte führt, Berührungsradius. 

V. Zwei Winkel, deren Summe einen Rechten beträgt, 
heißen Complementes) von einander. 

ZJuſätze. 


I. Jede Grade tft in 
jedem Punkt ihre eigene 
Tangente. 

II. Eine Tangente 
einer krummen Linie 
kann zugleich Secante 
fein, auch im Berüh⸗ 
rungspunkt durch die — 
krumme Linie hindurch— 
gehen. 

III. Complemente gleicher Winkel ſind gleich. 


1) curvus, krumm. 2) tangere, berühren. 
3) complere, anfüllen, vollmachen. — Vergl. §. 23. 
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$. 111 
Lehrſaßh J. 


Der Kreis hat in jedem Punkte eine Tangente; und 
zwar iſt es diejenige Grade, welche in dem fraglichen 
Punkte auf dem Radius ſenkrecht ſteht. 

Vrſ. Es iſt ein Kreis um C, und 
in einem beliebigen Punkte A deſſelben 
auf dem Radius CA die Senkrechte AB 
gegeben. 

Beh. AB iſt eine Tangente des 
Kreiſes im Punkte 4. 

Bew. Zieht man um 4 einen 
Kreis mit beliebig kleinem Radius, ſo wird 
der Kreis um O in zwei Punkten ge⸗ 
ſchnitten ($. 51, L. II), und der Strahl 
AD, welcher durch den einen Schnittpunkt 
D hindurchgeht, wird eine Secante, deren 
Sehnenſtück AD beliebig klein iſt. Fällt 
man dann CE LA, ſo wird AE=4AD 
($. 102, L. J), mithin ebenfalls beliebig klein. Endlich mache man auf 
AB die Strecke 47 = AC und fälle FG . AD. 

Nun iſt L FAG = / ACE, weil fie beide Complemente des 
CA find, ferner AGF= CA als Rechte, und AF = CA 
nach der Conſtr.; mithin: 

AAFG CAE, FG AE... (wws) und $. 59. 

Weil daher FG zugleich mit 4E und AD beliebig klein wird, fo 
iſt AB die Grenzlage der Secante AG ($. 110, D. I), wenn man deren 
Sehnenſtück AD fo abnehmen läßt, daß es kleiner als eine beliebig klein 
gewählte unveränderliche Strecke wird; m. a. W.: AB iſt eine Tangente 
im Punkte 4. ($. 110, D. II.) 


?ehrfaß II. 


Trifft eine Grade einen Kreis ſo, daß der nach dem 
Treffpunkt gezogene Radius nicht auf ihr ſenkrecht ſteht, 
ſo hat ſie noch einen zweiten Punkt mit dem Kreiſe gemein. 

Vrſ. Durch den Punkt A des Kreiſes um C geht eine Grade AB, 
welche nicht auf dem Radius CA ſenkrecht ſteht. 

Beh. AB hat mit dem Kreiſe noch einen zweiten Punkt gemein. 
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Bew. Da CA nach der Vrſ. nicht 
ſenkrecht auf AB ſteht, ſo giebt es eine 
von CA verſchiedene Senkrechte CD zu 
AB (. 24, L.). Verdoppelt man ferner 
die Strecke 40 über D hinaus und zieht 
nach dem hierdurch gewonnenen Punkt 4 
die Grade OA’, fo iſt 

NCD4A = ANCDA... (sus), 
mithin: CA’ = CA, d. h.: 4“ iſt ein 
zweiter Schnittpunkt des Kreiſes mit 4B. 


Zu ſätze 
J. Der Kreis hat in jedem Punkt nur eine Tangente, 
(nehmlich diejenige, welche auf dem Berührungsradius 
ſenkrecht fteht. 

— Denn da jede andere durch den Punkt des Kreiſes hindurch⸗ 
gehende Grade den Kreis noch einmal ſchneidet, ein dritter Schnittpunkt 
aber überhaupt nicht möglich iſt (§. 49, Z. II), fo können bei einer 
ſolchen Graden nicht zwei Schnittpunkte in einen einzigen zuſammen⸗ 
gefallen ſein. 

II. Jede Kreistangente liegt ganz außerhalb des Kreis— 
feldes. 

— Vergl. §. 49, Z. II. 


NED. 
Arfinition. 

Unter einem Abſchnittswinkel verſteht man einen ſolchen, 
deſſen Scheitel in der Kreislinie liegt, und von deſſen 
Schenkeln der eine eine Sehne, der andere aber eine Tan⸗ 
gente derſelben iſt. 

Der Abſchuittswinkel ſteht auf dem Bogen, ſchließt einen 
Bogen ein, welcher in ſeinem Felde zwiſchen ſeinen Schenkeln 
liegt,) von dem einen Schenkel bis zum andern reicht. 


Lehr ſatz. 
Jeder Abſchnittswinkel iſt gleich der Hälfte desjenigen 
Centriwinkels, welcher mit ihm denſelben Bogen einſchließt. 


1) Vergl. die Anmerkung zu $. 38. 
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Bew. Gehen vom Punke A des Kreiſes um O eine Sehne AB 
und eine Tangente 40 ſo aus, daß der 
Abſchnittswinkel 840 ſpitz iſt, fo iſt 
der Centriwinkel 405, welcher mit dem 
3 Abſchnittswinkel BAC denſelben Bogen 
AXB einſchließt, concav und Dreiecks⸗ 
winkel im gleichſchenkligen A 40. 
Fällt man nun OD L AB, fo iſt 
, AOD = AB. . 30, Z. J). 
Nun iſt aber im A AOD, weil 
A 5 D E iſt, der / 400 Com- 
plement vom / OAD F. 76); und 
ferner iſt der 340 Complement vom / OAD F. 111, 3.1. 
Mithin iſt: 
/BAC=/AOD=4/AOB....$. 110, Z. III. 
Hiermit iſt der Satz für einen ſpitzen Abſchnittswinkel bewieſen. 

Der ſtumpfe Abſchnittswinkel 840, welcher Nebenwinkel des ſpitzen 
BAC ift, ſteht auf dem Bogen AYB, und auf demſelben Bogen ſteht der 
convexe Centriwinkel 408. Bezeichnen wir dieſen convexen Centriwinkel 
mit , während der concave * heiße, ſo iſt 


0 


während 
/BAC+/BAC'=G, 2. BAC ＋ 2. BAC = 20 
iſt. Mithin muß wegen der ſoeben bewieſenen Gleichung 
e ee, 

der convexe Centriwinkel y=2-/BAC' 
fein. 

Wäre ſchließlich “ BAC = A, alſo die Sehne AB ein Durch⸗ 
meſſer, ſo ginge 

. AOB G = 22 

hervor, ſo daß unſer Satz auch in dieſem bisher noch nicht erledigten Fall 
richtig bleibt. 


Ju ſaß. 
Jeder Abſchnittswinkel iſt gleich der Hälfte des Centri— 
winkels auf einem congruenten Bogen. 
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8. 113. 
Definition. 
Unter einem Peripheriewinfel!) verfteht man einen ſolchen, 
deſſen Scheitel auf dem Kreiſe liegt, und deſſen Schenkel 
Sehnen ſind. 


Lehr ſatz. 

Jeder Peripheriewinkel iſt gleich der Hälfte desjenigen 
Centriwinkels, welcher mit ihm denſelben Bogen einſchließt. 

Vrſ. Im Kreiſe um Cift / APB 
irgend ein Peripheriewinkel, und 405 2 
der Centriwinkel auf demſelben Bogen Y 
AXB. 

Beh. Es iſt 

APR Ach. p 

Bew. Man ziehe den Radius OP 
und lege durch P die Tangente QPR 
an den Kreis. — Der Punkt Q ift fo 4 
gewählt, daß der Bogen 4 VP, auf 
welchem der Abſchnittswinkel APQ ſteht, 
ſich mit dem Bogen AXBZP zu einem 
ganzen Kreiſe ergänzt. 

Diejenigen Centriwinkel, welche auf den Bogen AX B, 4 P, BZ 
ſtehen, wollen wir beziehungsweiſe durch &, , » bezeichnen. Dann iſt: 
V@PA+ /UPBerL BPR=G .\........ $.39, Z. II, 

8 =4y+z2+2..%$.393 VI, 
re., 


und ferner: 
PA + Z/BPR=}y +$z; . 8.112, L., 
mithin: 
/ APB er. ein. , 20% MX. 
In ſätze. 


I. Al e Peripheriewinkel auf demſelben oder auf con- 
gruenten Bogen ſind gleich. 

II. Abſchnittswinkel und Peripheriewinkel auf dem⸗ 
ſelben Bogen ſind gleich. 


1) repıigyepera, die Kreislinie. 
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III. Im unüberſchlagenen Sehnen- 
viereck find die Gegenwinkel paar- 
weiſe Supplemente von einander. — 
In ihm find die Summen der Gegen- 
winkel gleich. 

— Denn die zugehörigen Centriwinkel 


ergänzen ſich paarweiſe zu zwei Ge— 
d ftredten. 


IV. Jeder Peripheriewinkel auf einem Halbkreis (über 
einem Durchmeſſer) iſt ein Rechter. 
— Denn der zugehörige Centriwinkel iſt ein Geſtreckter. 


Scholie. 


Geht man auf den Begriff der Tangente und des Abſchnittswinkels 
zurück, fo erkennt man, daß die Zuſätze I und II durchaus nichts Ver⸗ 
ſchiedenes ausſagen; denn der Ab⸗ 
ſchnittswinkel ABB’ ift eben ſo⸗ 
wohl ein Peripheriewinkel, wie 
der / APB, nur daß das Sehnen⸗ 
ſtück des einen Schenkels in einen 
Punkt zuſammenſchrumpft, und ſo⸗ 
mit die Secante PB zur Tangente 
BB' geworden iſt. — Es findet 
im Moment dieſes Vorganges keine 
Veränderung in der Größe des 
Winkels ſtatt, weil die Gecante 
PB ſich nach §. 111 bei der An⸗ 
näherung von P an B allmählich 


der Tangente B“ anſchmiegt. 

Auch nach dem Durchgange des auf dem Kreiſe verſchobenen Punktes 
durch den Punkt B hat ſich der Winkel, welcher von den Richtungen 
PA und PB gebildet wird, nicht geändert. Denn dieſer urſprünglich 
APB genannte Winkel iſt dadurch in eine Lage 4 Bi gelangt, bei 
welcher der Schenkel PB, in einem Punkte B jenſeits des Scheitelpunktes 
gleitet; und es iſt / ABI = / APB, weil beide Supplemente 
des Winkels 4B find: der eine nach Zuſ. III, der andere nach 
§. 30, 3. IE 
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9. 114. 
Lehrſatz. 


Steht ein Winkel, welcher kein Peripheriewinkel iſt, 
mit einem ſolchen auf demſelben Bogen, ſo iſt er größer 
oder kleiner als jener, je nachdem ſein Scheitel innerhalb 
oder außerhalb des Kreisfeldes liegt. 

Vrſ. Auf einem Kreisbogen 
A ſtehen drei Winkel QPR, QJR 
und A, deren Scheitel P in der 
Kreislinie, J innerhalb und A außer- 
halb des Kreisfeldes liegen. 

Beh. Es ift 
R PR AR. 

Bew. Man verlängere die Grade 
QJ über 7 hinaus, bis der Kreis in 
einem Punkte P' geſchnitten wird, 
und ziehe die Sehne PR. Dann iſt: 
AND NL BEIN, 

§. 7 f. F. 118, 31. 

Legt man ferner durch die drei 
Punkte Q, R, A einen Kreis — was 
angeht, weil ſie nicht in einer Graden 
liegen — ſo fällt P in das Feld des 
letzteren, weil dieſes den ganzen Bogen 
2 in ſich enthält. Mithin folgt 
durch Anwendung des ſoeben Bewieſenen auf den Hülfskreis: 

. GPR Y QAR. 


Zuſätze. 


I. Bewegt man einen unveränderlichen Winkel in der 
Weiſe, daß jeder von ſeinen Schenkeln in einem feſten 
Punkte geführt wird, ſo beſchreibt der Scheitel einen Kreis. 

— Denn nach dem ſoeben bewieſenen Satz wird der Winkel größer 
oder kleiner, ſobald fein Scheitel aus der Kreisbahn heraustritt. 
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II. Der geometriſche Ort der 
dritten Ecken aller Dreiecke, 
welche eine Seite gemein und 
deren Gegenwinkel gleich groß 
haben, ift der Bogen eines Kreis- 
abſchnitts, zu welchem jene Seite 
als Sehne gehört. 


2 III. Um jedes Viereck (durch die 
Ecken jedes Vierecks), in welchem zwei 
Gegenwinkel Supplemente von ein- 
ander ſind, läßt ſich ein Kreis be⸗ 
ſchreiben. 
— Denn legt man, wenn 
2 hr ZBD = 
gegeben iſt, einen Kreis durch drei Ecken 
J 2 A, B, O und conſtruirt ein Sehnenviereck 
ABCD, ſo iſt auch /ZB+/D=G 
($. 113, 3. III), mithin /D = D. Daher liegt D nach dem 
obigen Lehrſatz auf dem Kreisbogen ADC. 


§. 1 
Lehrſatz. 

Schneiden ſich zwei Kreiſe, von denen der eine ſein 
Centrum auf dem andern hat, fo iſt die Entfernung eines 
jeden Punktes des letzteren von dem einen Schnittpunkt ſo 
groß, wie das zwiſchen beiden Kreiſen liegende Stück der 
Graden, welche von ihm aus durch den zweiten Schnitt— 
punkt gezogen iſt. 

Vrſ. Die beiden Kreiſe um C und um 0, von denen der erſtere 
fein Centrum C auf dem zweiten hat, ſchneiden ſich in A und 8. Von 
Aaus iſt eine Grade gezogen, welche ſich mit dem Kreiſe um O in 7 
und mit dem Kreiſe um Cin Q fehneibet, und ſchließlich die Strecke PB. 

Beh. Es iſt 70 = B. 

Bew. Es ſind — vorausgeſetzt, daß nicht zwei von den Punkten 
A, P, zuſammenfallen — drei Fälle möglich: 
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I. P liegt zwiſchen Aund Q. 
Man ziehe CA, CB, BQ. Dann iſt 
im Kreiſe um O: 

Ach APB, . . 113, 3.1, 
und im Kreiſe um C: 


/ACB=2:/AQB;, $. 113, L. D 
mithin: 
/APB=2./AQB, 
2 


und ſchließlich beim A PQB nach A 

76, 3. 

/{PBQ=/ APB— /AQB=/AQB, 
PQ=PB...$.59. 


> 


II. Q liegt zwiſchen A und P. 
Man ziehe CA, CB, BQ. Dann ift 
im Kreiſe um O: 
/4ACB-+/APB=G,$.113, 3. III 
und im Kreiſe um C, wenn man unter 
Ah denſelben concaven Winkel, wie 
vorher, verſteht: 

26 — /ACB=2./ 403; S. 113, L. 
mithin durch Summation: 
2G+/4PB=G+2-/4AQB, 
G AB AB APB, 
r SACHEN 
BB=PANM ..| 9.59. 


III. A liegt zwiſchen P und 2. 
Man ziehe CA, CB, 52. Dann iſt 
im Kreiſe um O0, indem man unter 
/ ACB den concaven Winkel verſteht: 
LAGB H ARB, & 113, 3. I ® 
und im Seife um C: 
ACh 2. (A405 . 113, L. 
alſo durch Subſtitution des letzteren 4 


Werthes: 
2./AQB+/APB=G, I GI 


alſo: 
2 A3 =G—/APB, 
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daher, wenn man das A QAB ins Auge — 
2. PMB POB ＋ , PBG. S. 76, 
J F. 20, VII, 
PB=PQN...AR.MIE .. $. 59. 
Fallen ſchließlich zwei von den Punkten 4, P, Q zufammen, fo 
werden die Sätze von den Peripheriewinkeln durch diejenigen von den 
Abſchnittswinkeln erſetzt. 


§. 116. 
Aufgaben. 

I. Auf einer gegebenen Graden in einem gegebenen 
Punkt die Senkrechte zu errichten. 

Anal. Steht AF L Ax, je 
muß der rechte“ XA durch Hinzu⸗ 
fügung irgend eines durch A hindurch⸗ 
gehenden Kreiſes ein Peripheriewinkel 
auf einem Halbkreiſe werden §. 113, 
Z. IV u. $. 114, Z. I), wenn man 
das Centrum C nur nicht in AX oder 
AY annimmt. Der Schnittpunkt D des 
Kreiſes mit 4 X beſtimmt den Durch⸗ 
meſſer 905, auf welchem der rechte 
Peripheriewinkel DAB ſteht. 

II. Von einem gegebenen Punkt aus auf eine gegebene 
Grade die Senkrechte zu fällen. 

III. Einen Kreis zu conſtruiren, welcher eine gegebene 
Grade in einem gegebenen Punkt berührt und eine von 
dieſem ausgehende gegebene Strecke zur Sehne hat. 


Anal. Iſt 40 die Tangente und 
AB die Sehne des geſuchten Kreiſes, fo 
liegt das Centrum O einerſeits ſenkrecht 
über dem Punkte A von 40 . 111, Z. ), 
andrerſeits ſenkrecht über der Mitte DZ 
von AB ($. 102, L. II). Da die beiden 
Senkrechten conſtruirbar ſind, ſo kann 
man mithin das Centrum 0 und den 
Radius OA finden. 
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IV. Einen Kreis zu zeichnen, welcher über einer gege- 
benen Sehne einen gegebenen Peripheriewinkel faßt. 


27 


Anal. It AB die gegebene Sehne 
und / APB ter gegebene Peripheriewinkel, 
fo iſt der Abſchnittswinkel 8.40 dem letzteren 
gleich §. 113, Z. ID. Da man nun die 
Grade 40 unter dem verlangten Winkel an 
AB heranlegen kann §. 65), fo kommt die 
Aufgabe auf die vorige zurück. 


V. Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches ein Winkel, 
deſſen Gegenſeite und die auf der letzteren ſtehende Höhe 
gegeben ſind. 

Anal. Nach II iſt über der ge 
gebenen Seite AB als Sehne der Kreis 
conſtruirbar, welcher den verlangten 
Winkel 40 als Peripheriewinkel faßt, 
fo daß dieſer eine Ort des Punktes G 
gefunden werden kaun. Andrerſeits iſt 
die im Abſtande CD von AB liegende 
Parallele zu AR ebenfalls conſtruirbar. 
Mithin iſt die Ecke C als Durchſchnitt 
zweier conſtruirbarer Linien beſtimmt. 

VI. Ein Dreieck zu conſtruiren, für welches eine Seite, 
Summe 
\ Differenz 


deren Gegenwinkel und die } der beiden anderen 


Seiten gegeben iſt. 
— Analyſis durch Bezugnahme auf Aufg. III und §. 115. 


$. 117. 
£ehrfaß I. 
Von jedem Punkt außerhalb eines Kreiſes und feines 
Kreisfeldes giebt es zwei Tangenten an den Kreis. Ihre 
Worpitzky, Elemente der Mathematik. 9 
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Längen bis zu den Berührungspunkten ſind gleich, und 
ihr Winkel wird durch die nach dem Centrum führende 
Grade halbiert. 

Vrſ. Es iſt ein Kreis um 
das Centrum C, und außerhalb 
des Kreiſes und des Kreisfeldes 
ein Punkt P gegeben. 

Beh. Von P aus laſſen 
ſich an den Kreis zwei gleich lange 
Tangenten legen, deren Winkel 

/ durch die Grade PC halbiert wird. 
8 2 Bew. Conſtruirt man den⸗ 
jenigen Kreis, welcher PO zum 
Durchmeſſer hat, fo ſchneidet derſelbe den Kreis um C’ in weder mehr 
noch weniger als zwei Punkten B und B’ ($. 51, L. II u. §. 104, Z. I). 
Dann iſt: 

r eee e 
und deshalb find die Graden PB und PB’, weil CB und CB’ Radien 
des Kreiſes um O find, Tangenten des letzteren §. 111, L. I). 
Ferner iſt: 


POR H ER, . (Ssw), 
mithin: PB=PB,_/0PB=/0PB. 


Lehrſatz II. 

Halbiert man den Winkel der beiden von einem Punkte 
aus an einen Kreis gezogenen Tangenten, ſo geht die 
Halbierungslinie durch das Centrum. 

— Denn zieht man die Grade PC vom Ausgangspunkte der 
Tangenten nach dem Centrum, ſo halbiert dieſe den Tangentenwinkel 
BAB“; und eine zweite Halbierungslinie deſſelben Winkels giebt es nicht. 


Lehr ſag III. 

Zieht man von einem Punkte außerhalb des Kreiſes 
und des Kreisfeldes nach dem Kreiſe eine Grade, welche 
einer Tangente von ihm aus an den Kreis gleich iſt, ſo iſt 
dieſelbe eine Tangente des Kreiſes. 

— Denn iſt PB eine Tangente, und PB = PB, fo iſt nach 
der erſten Annahme / PBC— K, und nach der zweiten A PBC 
=/PBC... (30; mithin ft auch L PBC D A, alſo PB 
eine Tangente (§. 111, L. I. 
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LTehrſaßz IV. 
Die Halbierungslinie eines concaven Winkels iſt der 
geometriſche Ort der Centren aller Kreiſe, welche die 
Schenkel deſſelben zu Tangenten haben. 


Acholie. 

Verſchiebt man den Punkt P, von welchem die beiden Tangenten an 
den Kreis um C ausgehen, bis er auf dieſen fällt, fo gehen jene in die 
beiden Richtungen der einen Tangente über, welche nach §. 111 dann 
nur vorhanden iſt. 


$. 118. 
Aufgabe. 
Von einem Punkte außerhalb eines Kreiſes und ſeines 


Feldes die beiden Tangenten an denſelben zu ziehen. 
— Analyſis durch §. 117. 


$. 119. 
Lehr ſatz. 

Es giebt einen einzigen Kreis, welcher alle drei Seiten 
eines Dreiecks zwiſchen den Ecken berührt, und außerdem 
drei Kreiſe, von denen jeder eine Seite zwiſchen den Ecken 
und die beiden andern in ihren Verlängerungen berührt. 

Vrſ. Es iſt ein AABC 
nebſt den Verlängerungen BB’ 
und CC’ irgend zweier Seiten 
AB und 40 gegeben. 

Beh. Es giebt einen ein⸗ 
zigen Kreis, welcher die drei 
Seiten des Dreiecks ABC zwi⸗ 
ſchen den Ecken berührt, und 
einen einzigen Kreis, welcher 
die Seite BC zwiſchen den Ecken 
und außerdem die Verlänge⸗ 
rungen BB’ und CO“ der an⸗ 
dern Seiten berührt. 

Bew. Nach §. 117, L. IV liegt das Centrum jedes Kreiſes, welcher 
die Strahlen AB und 40 berührt, auf der Halbierungslinie des / BAC, 
und das Centrum jedes Kreiſes, welcher die Strahlen BA und BC berührt, 

9 * 
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auf der Halbierungslinie des / ABC. Die beiden genannten Halbierungs⸗ 
linien ſchneiden ſich in einem Punkte O des Dreiecksfeldes, weil dieſes der 
einzige den beiden halbierten Winkelfeldern B40 und ABC gemeinſame 
Theil der Ebene iſt, und zwar als Grade nur in einem Punkt. Daher 
iſt O das Centrum, und zwar das einzig mögliche Centrum eines Kreiſes, 
welcher die drei Seiten AB, 40, BC zugleich berührt. 

Zieht man ferner außer der ſchon vorhandenen Halbierungslinie 40 
des / B’AC’, auf welcher das Centrum jedes die Strahlen AB’ und 
40 berührenden Kreiſes liegt, noch die Halbierungslinie des / B’BC, 
fo liegt auf dieſer uach §. 117, L. IV das Centrum jedes Kreiſes, welcher 
die Strahlen BB’ und BC berührt. Mithin liegt das Centrum eines 
Kreiſes, welcher CC’, BC und BB’ berührt, dort, wo die beiden Hal⸗ 
bierungslinien ſich ſchneiden. Da die letzteren Grade ſind, ſo giebt es 
höchſtens einen Schnittpunkt, alſo höchſtens einen Kreis; und 
einen Schnittpunkt ©, giebt es, weil 

CAB ＋ /CBA<G....im AABC 

1 CAB CBA C, 
d. i: ZOAB+ , OBA Ce. 
aloe: , A405 2 — (/O0AB+-/OBAD>R... . 76) 
iſt, fo daß AO nicht ebenfalls auf BO ſenkrecht ſteht, wie die Halbierungs⸗ 
linie des / B'BC ($. 39, 3. V). Außerdem liegt 0. im Felde der 
Figur B’BCC', weil unter den Wechſelwinkeln 07350 und 504 der 
letztere der größere iſt (§. 84, 3. VI). 


Definitionen. 

I. Derjenige Kreis, welcher die drei Seiten eines Drei— 
ecks zwiſchen den Ecken berührt, heißt der innere Berührungs⸗ 
kreis oder der eingeſchriebene Kreis des Dreiecks. 

II. Derjenige Kreis, welcher eine Dreiecksſeite und die 
Verlängerungen der beiden andern berührt, heißt der an 
jene Seite angeſchriebene Kreis oder der äußere Berührungskreis des 
Dreiecks an jener Seite. 


Ju ſätze. 

I. Die drei Halbierungslinien der Winkel eines Drei- 
ecks ſchneiden ſich in einem Punkt, deſſen Abſtände von den 
Seiten gleich ſind. 

II. Die Halbierungslinien eines Dreieckswinkels und 
der Außenwinkel an den beiden andern Ecken ſchneiden ſich 
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in einem Punkt, deſſen Abſtände von den drei Seiten 
gleich ſind. 

III. Jedes Dreieck hat einen inneren und drei äußere 
Berührungskreiſe; die Centralen der verſchiedenen Kreis- 
paare ſtehen auf einander ſenkrecht. 


— Denn außer dem inneren Berührungskreiſe um 0 gehört noch 
zu jeder Seite ein äußerer um die Centren O01, 02, O;; und die 
Centralen ſind paarweiſe Halbierungslinien zweier Nebenwinkel, weshalb 
nach $. 39, Z. V: 001 L O2 05, 002 L O3 Oi, 00, 1 01 02. 

IV. Es giebt einen einzigen Kreis, welcher eine zwei⸗ 
mal gebrochene Linie in drei Punkten berührt. 


$. 120. 
Aufgabe. 


Die einzelnen Berührungskreiſe eines gegebenen Drei- 
ecks zu conſtruiren. 

Anal. Durch $. 119 findet ſich die Lage jedes Centrums. Der 
Radius iſt nach §. 111 der Senkrechten vom Centrum auf eine Dreiecks⸗ 
ſeite gleich. 
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Lehr ſatz. 


Die drei Höhen eines jeden Dreiecks ſchneiden ſich in 
einem Punkt. 

Vrſ. Es iſt ein A ABC 
mit feinen drei Höhen 441, BBI, 
CC, gegeben. 

Beh. Die Graden AA,, 
BBI, CC, gehen durch einen 
Punkt. 

Bew. Zieht man die Graden 
ABI, BIC, GA, jo entſteht 
ein A ABC. 

War nun das gegebene A ABC 
ſpitzwinklig (wie in der erſten Figur), 
ſo halbieren ſeine Höhen die Winkel 
des A ABI CA, war es ſtumpf⸗ 
winklig (wie in der zweiten Figur), 
ſo halbieren ſie einen Winkel des 
N ABıC, und die Außenwinkel 
an den beiden andern Ecken, und 
daraus folgt die Gültigkeit der Be⸗ 
hauptung nach 8.119, Z. Loder Z. II. 

Um jedoch zu beweiſen, daß in 
der erſten Figur die Winkel des 
A ABC, von den Höhen des 
N ABC in der That halbiert wer⸗ 
den, beachte man zunächſt, daß die 

1 Kreiſe mit den Durchmeſſern AB und 

40 beziehungsweiſe durch 4,1 

und durch 41, Ci gehen, weil die 

Winkel an den Fußpunkten A1, Bi, 

(der Höhen Rechte find. Dann 

iſt im erſtgenannten Kreiſe als Peri 

pheriewinkel auf dem Bogen 451: 
AAB = / ABB., 

und im zweitgenannten Kreiſe als Peripheriewinkel auf dem Bogen 401: 
, AAC = , 400. 


6 
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Nun iſt aber 
, ABB A ACC, 
weil dieſe Winkel beziehungsweiſe im 
A ABB, und im A ACC, 
Complemente des den letzteren gemeinſamen / BAC find. Mithin iſt: 
L AAB AAC 
d. h. der beliebig gewählte L BIA des A BR A,C, wird 
durch die zugehörige Höhe des F340 halbiert. 

In der zweiten Figur iſt der Beweis für die Halbierung des 
BIA C dem obigen ganz gleichlautend, nur daß die Winkel ABB, 
und ACC, als Complemente von Scheitelwinkeln gleich find. Und es 
ändert ſich der Beweis dafür, daß eine zweite Höhe, etwa BBI, den 
Außenwinkel des A ABI Ci halbiert, nur wenig ab, nachdem man den 
Kreis über dem Durchmeſſer BC conſtruirt hat, welcher durch B, und 
Ci geht. 


Inſätze. 

I. Die drei Kreiſe, welche die Seiten eines Dreiecks 
zu Durchmeſſern haben, ſchneiden ſich paarweiſe zum 
zweiten Male in den Dreiecksſeiten oder in den Berlänge- 
rungen derſelben, nehmlich in den Fußpunkten der Drei— 
eckshöhen. 

II. Die Ecken eines Dreiecks ſind Centren von Berüh— 
rungskreiſen des Fußpunktendreiecks der Höhen. 


ge 108: 
£Lehrfap J. 
In jedem einem Kreiſe umſchriebenen Tangentenviereck 
ſind die Summen der Gegenſeiten paarweiſe gleich. 


Vrſ. Das I ABCD enthält in 
ſeinem Felde einen Kreis, welcher die 
Graden AB, BC, CD, DA beziehungs⸗ 
weife in E, F. G, H berührt. 

Beh. Es iſt 

AB ＋ COD = AD ＋＋ CB. 

Bew. Nach §. 117, L. J iſt: 
AE = AH, BE BF, CF=C6G, 

DG = DH. 
Iſt nun das M ABCD convex, wie in 
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B ber erſten Figur, ſo hat man daher: 
AB ＋ OD = AE ＋ BE A＋ CGN DG 
— AH+ BF+H-COF+-DH 
—=(AH-+ DH) + (CF+ BF 
— AD FH CB. 
Beſitzt aber das I ABCD bei D einen 
convexen Winkel, wie in der zweiten Figur, 


ſo iſt: 
AB ＋ CD AE BE N＋ CG - 6 
dat = AH-+-BF -+-CF— DH 
2 = (AH— DH) + (OF+ BF) 
1 = 4 + Ch. 
In ſätze. 


I. Sind die Gegenſeiten eines Tangentenvierecks 
parallel, ſo iſt es ein Rhombus. 


B 
x — Denn dann iſt nach §. 88, Z. I: 
0 AB = CD, AD = CB; 
folglich nach dem Obigen: 
1 2.45 = 2. 4D, 43 = A. 
D 


II. Auf jeder Dreiecksſeite ift die Strecke zwiſchen eirer 
Ecke und dem Berührungspunkt des eingeſchriebenen Kreites 
gleich der Differenz aus dem halben Dreiecksumfang und 
der Gegenſeite jener Ecke. 


8 — Denn das Dreieck läßt ich 
anſehen als ein Viereck, in welchem ein 
ER Winkel — & iſt. Denkt man ich 
beiſpielsweiſe die drei Punkte D, 6, H 
des obigen Vierecks in einen Berih⸗ 
rungspunkt zuſammengeſchoben, ſo iſt 
der halbe Dreiecksumfang: 
4 7 6 = AD ＋ BO AB ＋ O 
alſo: AD=s— BC, ODS AB. 


www.rcin.org.pl 


— 137 — 
ehr ſaßh II. 


Sind in einem Viereck die Summen der Gegenſeiten 
paarweiſe gleich, ſo giebt es im Vierecksfelde einen ein⸗ 
zigen Kreis, welcher alle vier Seiten berührt (alle vier 
Seiten ſelbſt, oder zwei Seiten und die Verlängerungen 
der beiden andern). 

Vrſ. Im Z 430 iſt: AB-CD=AD-+ CB. 

Beh. Im Felde des Vierecks liegt ein Kreis, welcher die vier 
Graden AB, BC, CD, DA berührt. 

Bew. Conſtruirt man den Kreis, welcher die zweimal in A und B 
gebrochene Linie DABC in drei Punkten berührt ($. 119, 3. IV), und 
zieht von C aus die zweite Tangente COX an biefen Kreis, fo tft zweierlei 
denkbar: erſtens, daß die Graden AD und Ex fi in irgend einem 
Punkte D’ ſchneiden; zweitens, daß fie parallel find. 

Setzen wir den Fall, es geſchehe das Erſtere in der Weiſe, daß D' 
in der Richtung AD liegt — was u. A. 
vorausſetzt, daß die Seite BC von dem 
Kreiſe zwiſchen 3 und C berührt wird — 0 
ſo folgt nach L. I: 

AB ＋ CD = AD ＋＋ CB, 
und dies giebt in Verbindung mit der 
gegebenen Gleichung 

AB ＋ CD = AD ＋ CB 
durch Subtraction nach §. 20, VII: 
abs. CD - CD' = abs: (AD - AD' 
was nach F. 50, L. II nur angeht, wenn C kein Dreieck iſt, ſondern 
die Grade CD’ mit CD zuſammenfällt. — Dann trifft aber die Be⸗ 
hauptung zu. 

Alle übrigen denkbaren Fälle, nehmlich daß C zwiſchen B und dem 
Berührungspunkt der Graden 80 mit dem Kreiſe liegen, oder CX mit 
AD parallel fein möchte, faſſen wir zu⸗ 
ſammen. Es werde BC über C hinaus 
fo weit bis zu einem Punkte O“ ver⸗ 
längert, daß die zweite von C' aus an 
den Kreis gezogene Tangente ſich mit 
der Richtung AD in einem Punkte D’ 
ſchneidet, welcher weiter von A abſteht, 
als der Punkt D. 


2 


4 za» 


www.rcin.org.pl 


— 138 — 


Dann iſt nach Lehrſatz I: 
AB CD = AD ＋ C' 
und nach der Vrſ.: 
AB ＋ CD = AD Y CB, 
folglich durch Subtraction nach $. 20, VII: 
CD’ — M (AD — AD) (C5 - C 
— DD + ech 
oder: CD= CO A DN DD. 
Dies iſt aber nicht möglich; denn es iſt nach §. 50, L. III: 
CD<ÜCC+CD+DD. 
Mithin geſtattet die Vorausſetzung nicht eine ſolche Lage des Punktes 
C, bei welcher von einem Punkte C der Verlängerung der Seite BC eine 
Tangente an den Kreis gezogen werden könnte, welche die Verlänge⸗ 
rung von AD über D hinaus (in D) trifft. Alſo iſt CD (wenn die 
Figur von vorneherein richtig gezeichnet wird) ſelbſt Tangente des Kreiſes. 


Bufak. 

Verändert man einen Winkel eines einem Kreiſe um- 
ſchriebenen Tangentenvierecks, ohne die Seiten zu ändern, 
ſo bleibt es einem Kreiſe umſchrieben; der Kreis aber 
ändert ſich ebenfalls. 


Acholie. 


Die Tangentenvierecke, bei welchen der Berührungskreis außerhalb 
des Vierecksfeldes liegt, beſitzen ganz analoge Eigenſchaften, wie die oben 
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beſprochenen, nur daß für die Summe der Gegenſeiten deren Differenz 
eintritt, mag das Viereck überſchlagen ſein oder nicht. 

Macht man den einen Viereckswinkel zu einem Geſtreckten, ſo gehen 
die analogen Sätze für Dreiecke hervor. 

Hinſichtlich der Berührungen haben wir unſere Aufmerkſamkeit bisher 
denjenigen Fällen gewidmet, in welchen ein Kreis mehrere Tangenten hat. 
Es folgen zunächſt noch einige Sätze über die Berührung mehrerer Kreiſe 
mit einzelnen Graden und unter ſich. 


$. 123. 
Refinition. 

Eine von zwei Kreiſen berührte Grade heißt eine ge 
meinſame äußere oder innere Tangente, je nachdem die beiden 
Kreiſe auf derſelben oder auf entgegengeſetzten Seiten 
der Graden liegen. 


Lehr ſatz I. 

Je zwei Kreiſe, von denen der eine nicht ganz im Felde 
des andern liegt, haben zwei gemeinſame äußere Tangenten; 
und dieſe ſchneiden ſich bei incongruenten Kreiſen in der 
Verlängerung der Centralen, während ſie bei congruenten 
Kreiſen derſelben parallel ſind. 

Bew. Hat man um die Centren C und C' zwei Kreiſe, von denen 
der letztere den kleineren Radius beſitzen und nicht ganz im Felde des 


erſteren liegen mag, jo kann man um C einen dritten Kreis ziehen, deſſen 
Radius der Differenz der Radien der gegebenen Kreiſe gleich iſt, und von 
C“ aus an denſelben die beiden Tangenten C’A und C’A, ($. 117). 
Zieht man nun den Strahl CA, welcher den um C gegebenen Kreis in 
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B treffe, und in gleicher Richtung den Radius C’B’ + CB, endlich die 
Grade BB’, fo iſt das J C’ABB ein Rechteck. Denn erſtens iſt 
{ BAO = 4, weil nach $. 111, Z. I 414 L CA ſteht, nach der 
Conſtr. 45 = OB und + C iſt. Daher ſteht BB’ L CB und 
L C'B', iſt mithin gemeinſame Tangente der beiden Kreiſe, und zwar 
eine äußere. Sie ſchneidet die Centrale in einem Punkte X der Ver⸗ 
längerung, weil fie mit 40 parallel iſt ($. 84, Z. II. 

Stellt man die analoge Betrachtung für die Figur an, welche auf 
der andern Seite der Centrale durch den Punkt 41 vermittelt wird, ſo 
gelangt man zu einer zweiten äußeren Tangente 5151˙. Deren Durch⸗ 
ſchnittspunkt X, mit der Verlängerung der Centrale iſt aber kein anderer 
als der Punkt X, weil 

S Cu OO. MG = GC . (Ss) 
mithin: 

e, ö (wsw) 
iſt. 

Stellt man ſich endlich vor, daß die Differenz der Radien CB und 
C. B' unendlich abnimmt, d. i. daß der Radius OA ſich dem Grenzwerthe 
Null nähert, fo fällt im Grenzfalle die Ecke A des Rechtecks C’ABB' 
mit C zufammen, weshalb BB’ # CC’ und BIBI + CC’ wird. 


Lehrſaß II. 

Je zwei Kreiſe, welche ebenſo, wie auch ihre Felder, 
keinen Punkt gemein haben, beſitzen zwei gemeinſame 
innere Tangenten, und dieſe ſchneiden ſich in der Centrale. 

Beweis. Hat man um die Centren C und C' zwei Kreiſe, welche 
ebenſo, wie auch ihre Felder, keinen gemeinſamen Punkt beſitzen, ſo liegt 
das eine Centrum C“ außerhalb des Kreiſes und des Kreisfeldes eines 
dritten, welcher mit der Summe der Radien » und „' der gegebenen Kreiſe 
um G beſchrieben werden mag; denn CC’ iſt > (r +7}, weil auf 
CC’ zwiſchen dieſen beiden Kreiſen noch eine Strecke liegt. Daher giebt 
es von C“ aus an den Hülfskreis zwei Tangenten CA und CA, (. 117, 
L. I. Zieht man nun von aus den Strahl CA, welcher den ge⸗ 
gebenen Kreis in B treffe, und in der entgegengeſetzten Richtung den 
Radius CB! + CB, endlich die Grade BB’, fo iſt das J C’ ABB 
ein Rechteck (aus denſelben Gründen, wie in Lehrſ. I) und deshalb 55 
eine gemeinſame innere Tangente. 

Sie ſchneidet ſich mit der Centrale in einem Punkte X, während 
der Schnittpunkt der Centrale mit der durch Benutzung von 41 gefundenen 
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innern Tangente X, heiße. Daß X, mit X identiſch iſt, folgt ſchließ⸗ 
lich, wie in Lehrſ. I, aus der Congruenz der Dreiecke CBX und CB. XI. 


Lehr ſatz III. 

Zieht man durch den Schnittpunkt einer gemeinſamen 
Tangente zweier Kreiſe mit der Centrale oder deren Ver⸗ 
längerung an den einen dieſer Kreiſe die zweite Tangente, 
ſo iſt dieſelbe auch Tangente des andern Kreiſes. 

— Denn iſt in einer der obigen Figuren BB’ die eine gemein⸗ 
ſame Tangente, X deren Durchſchnitt mit der Centrale oder mit deren 
Verlängerung, XB, die zweite Tangente an den Kreis um C, fo iſt 
(XB XB F. 117). Fällt man dann CB! IL XB, 
ſo wird A XC BI! = A XO Bi (wws), mithin CB! = C, 
weshalb O1 ein Radius des Kreiſes um C', und XB,’ eine Tan- 
gente deſſelben iſt. 


Lehrſatz IV. 

Halbiert man den Winkel der gemeinſamen äußeren 
oder der gemeinſamen inneren Tangenten zweier Kreiſe, 
ſo geht die Halbierungslinie durch beide Centren. 

— Bew. durch $. 117, L. II. 


Lehrſatz V. 
Je zwei Kreiſe haben höchſtens zwei äußere und zwei 
innere Tangenten gemein. 
— Denn ſonſt hätten die beiden Kreiſe in Folge von Lehrſ. IV 
mehr als eine Centrale. 
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F. 124. 
Aufgabe. 
Für zwei gegebene Kreiſe die gemeinſamen Tangenten 
zu conſtruiren. 
— Analyſ. durch die Lehrſätze 1 und II in §. 123. 


8. 125. 
Aefinition. 

Von zwei Kreiſen, welche in einem gemeinſamen Punkt 
eine gemeinſame Tangente haben, ſagt man, daß ſie ein⸗ 
ander in dieſem Punkt berühren, und nennt die Berührung eine 
äußere oder innere, je nachdem jene gemeinſame Tangente 
eine innere oder eine äußere iſt. 


Lehr ſatz I 
Bei je zwei einander berührenden Kreiſen liegen der 
Berührungspunkt und die beiden Centren in einer einzigen 
Graden. 


— T 
I 


— Denn im Berührungspunkt 5 ftehen die Berührungsradien 
CB und C beide auf der gemeinſamen Tangente ſenkrecht §. 111) 
und bilden mithin eine einzige Grade. 


* 


Lehr ſatz II. 

Berühren ſich zwei Kreiſe von außen, ſo iſt die Centrale 
gleich der Summe der Radien; berühren ſie ſich von innen, 
ſo iſt die Centrale gleich der Differenz der Radien. 

— Dies folgt unmittelbar aus Lehrſ. I. 
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Lehrſatz III. 

Je zwei Kreiſe, deren Centrale gleich der Summe der 
Radien iſt, berühren ſich von außen; und je zwei Kreiſe, 
deren Centrale gleich der Differenz der Radien iſt, be- 
rühren ſich von innen. 

— Iſt nehmlich die Centrale CC’ gleich der Summe der Radien, 
fo giebt es auf ihr einen Punkt B von ſolcher Lage, daß CB und C 
Radien find; und die in B auf CC’ errichtete Senkrechte BT iſt nach 
$. 111 im Punkte B Tangente beider Kreiſe, weshalb dieſe ſich in B 
berühren. 

Iſt aber die Centrale CC’ gleich der Differenz der Radien, fo 
hat fie in ihrer Verlängerung einen Punkt B von ſolcher Lage, daß 
CB und C' B Radien find, und die in B auf CC’ errichtete Senk⸗ 
rechte BT iſt wieder nach $. 111 im Punkte B Tangente beider Kreiſe, 
weshalb dieſe ſich in B berühren. 


Lehrſat IV. 
Je zwei verſchiedene einander berührende Kreiſe haben 
außer dem Berührungspunkte keinen Punkt gemein. 

— Denn hätten fie noch einen andern Punkt P gemein, jo würden 
die nach ihm hinführenden Radien CP und C' mit der Centralen 
ein Dreieck bilden, in welchem die eine Seite (C“) entweder gleich 
der Summe oder gleich der Differenz der andern (C und C') wäre, 
je nachdem die Berührung eine äußere oder eine innere iſt. 


Lehrſatz V. 
Zwei verſchiedene Kreiſe, welche zwei Punkte gemein 
haben, berühren einander nicht. 
— Denn ſonſt entſtände ein Widerſpruch wider Lehrſ. IV. 


Lehrſat VI. 
Zwei Kreiſe decken ſich vollſtändig, wenn fie ſich be- 
rühren und außer dem Berührungspunkte noch einen Punkt 
gemein haben. 


Acholie. 

Man kann zu Kreiſen, welche einander berühren, auch dadurch ge⸗ 
langen, daß man den einen von zwei ſich ſchneidenden Kreiſen in geeigneter 
Weiſe bewegt, um die gemeinſame Sehne in einen Punkt zuſammen⸗ 
ſchrumpfen zu laſſen, welcher dann der Berührungspunkt wird. (Vergl. 
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$. 110.) Dies zeigt an, daß auch hier ein Berührungspunkt ſtets gezählt 
werden muß, wie zwei Schnittpunkte: genau wie bei der Berührung 
zwiſchen Grade und Kreis, wo die Sätze über die Berührung aus den⸗ 
jenigen über den Schnitt durch das Zuſammenſchieben zweier Punkte in 
einen einzigen hervorgehen. 


$. 126. 
Lehrſatz. 

Von je zwei Graden, welche durch den Berührungs— 
punkt zweier Kreiſe gehen, werden die letzteren ſo getroffen, 
daß die Verbindungsſehne der Schnittpunkte in dem einen 
Kreiſe derjenigen im andern Kreiſe parallel iſt. 


Vrſ. Durch den Berührungspunkt P zweier Kreiſe find zwei Grade 
gegeben, welche die beiden Kreiſe beziehungsweiſe in A, A’ und B, B' 
ſchneiden; ferner find die Sehnen AB und 45! gezogen. 

Beh. Es iſt AB 4 AB. 

Bew. Zieht man durch P die gemeinſame Tangente 74“, ſo iſt 

{PAB=PAB, 
weil fie Peripheriewinkel auf den Bogen 
PB und PB 
ſind, auf welchen die beiden Kreiſe gleiche Abſchnittswinkel haben. 
($. 113, Z. II.) 


Zu ſatz. 

Jede durch den Berührungs punkt zweier Kreiſe hin— 
durchgehende Grade trifft dieſelben in ſolchen Punkten, in 
welchen ſie parallele Tangenten haben. 

— Denn dreht man die Grade ZB’ um den Punkt P, bis 5 
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in A fällt, fo haben ſich die beiden parallelen Secanten AB und 45 
in Tangenten verwandelt. 


e 
Acholie. 

Schon früher (§. 37, Z. III) ſind die Bogen congruenter Kreiſe als 
gleichartige Größen erkannt worden. Es blieb aber dahingeſtellt, ob die 
Bogen incongruenter Kreiſe ebenfalls gleichartig ſind, und ob, wenn dies 
etwa der Fall ſein ſollte, die Qualität der Kreisbogen mit derjenigen der 
ſonſt betrachteten Linien, nehmlich der graden, übereinſtimmt. 

Um dieſe Frage zu entſcheiden, beweiſen wir zunächſt den folgenden 


Lehrſaßg J. 
Beſitzt ein unverzweigtes Polygon eine Folge von con- 
vexen Winkeln, fo iſt die Summe der Schenkel derſelben 
kleiner als die Summe der übrigen Polygonsſeiten. 


Vrſ. Es iſt ein Polygon 
AX MA 
gegeben, in welchem die Winkel 
bei X, V, Z, U convex find. 


Beh. Es iſt: 
AX+XY+YZ+-ZU+UB<AM-+....+LB. 

Bew. Nach der Vorausſetzung treffen die Strahlen AX, X V, 
YZ, ZU den Zug AM. . . . LB in irgend welchen Punkten X“, 
e. 

Bezeichnet man nun die Längen der Theile des Zuges AM .... LB 
zwiſchen A und X’, X’ und F“, u. ſ. w. durch (AX), (XT), u ſ. w., 
ſo hat man nach 8. 50, L. III: 

r e < (AR), 

XT FF C XX ＋ (XT), 
2 2 2 ET, 
ZU UU CAL + (ZU), 
UB < UU’+'U’B). 

Summirt man dieſe Ungleichungen und ſubtrahirt dann von beiden 
Seiten die Summe 
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ſo geht hervor, was behauptet wurde. 


Lehrſatz II. 

Jeder Kreisbogen iſt eine mit den Strecken gleichartige 
Größe. — M. a. W.: Die Kreisbogen haben Länge. 

. Bew. Schreibt man in 

N \ einen gegebenen Kreisbogen AB 

/ von A nach J Hin in der Weiſe 

eine Folge von Sehnen ein, daß 

jede neue Sehne im Endpunkte der 

vorhergehenden beginnt, und zieht 

außerhalb des Kreisfeldes von 4 

nach B eine gebrochene Linie 

AM...LB, ſo iſt nach L. I 
die a 

s <(AM...LB); 
denn die Sehnen bilden in dem conſtruirten Polygon eine Folge von 
convexen Polygonswinkeln. 

Vermehrt man hierauf die eb dadurch, daß man jede Sehne 
durch eine Folge von Sehnen zwiſchen ihren Endpunkten erſetzt, ſo be⸗ 
wirkt dies nach §. 50, L. III zugleich eine Vergrößerung der Sehnen⸗ 
ſumme s. 

Obgleich nun jede Wiederholung dieſes Verfahrens der Sehnenſumme 
einen Zuwachs bringt, ſo kann dieſe doch nicht bis zu jeder beliebigen 
Länge geſteigert werden, weil fie nach dem Obigen kleiner als (AM... L 
bleibt. Die Sehnenſumme nähert ſich mithin einer Strecke 
von beſtimmter Länge als ihrem Grenzwerthe, wenn man 
auf die vorgeſchriebene Weiſe jede Sehne kleiner macht als 
eine beliebig klein gewählte Strecke. 

Nimmt man hinzu, daß der Kreisbogen die Grenzgeſtalt der aus 
den Sehnen zwiſchen A und B beſtehenden gebrochenen Linie ift, weil 
die Punkte der Sehnen und des Kreisbogens ſich unendlich nähern, ſo 
iſt der Kreisbogen nicht bloß eine Größe — was ſchon in §. 37 erkannt 
wurde — ſondern eine mit einer Strecke gleichartige Größe, da 
er und die oben erwähnte Strecke von beſtimmter Länge Grenzgeſtalten 
gleicher Linien find (Axiom XIII). 


www.rcin.org.pl 


— 147 — 


Lehrſaß III. 

Wird auf derjenigen Tangente, welche an einen Kreis— 
bogen in einem ſeiner Endpunkte gelegt iſt, eine Strecke 
von den Schenkeln des auf ihm ſtehenden Centriwinkels 
abgeſchnitten, ſo iſt dieſe länger als der Kreisbogen, der 
letztere aber langer als die zugehörige Sehne. 

Brſ. Zwiſchen den Schen⸗ 
keln des Centriwinkels 504 liegt 
die Sehne BA und der Theil 
BT der an den Bogen BA im 
Punkte B gelegten Tangente. 

Beh. Es iſt: Sehne 

AB< Bogen AB< BT. 

Bew. Zunächſt iſt die Sehne 
AB nach F. 50, L. III Heiner als 
jede von A nach B führende gebrochene Linie, welche ſich dem Bogen 
AB als ihrer Grenzgeſtalt nähern mag. Mithin iſt auch derjenige Grenz⸗ 
werth einer gebrochenen Linie, welcher die Länge des Bogens AB angiebt, 
größer als die Länge der Sehne AB (Axiom XIV). 

Legt man ferner die Tangente an den Bogen AB im Punkte A 
und benennt durch D den Durchſchnittspunkt derſelben mit BT, fo iſt 
in dem bei 4 rechtwinkligen DAT: 

a 
mithin: DA DB DT ＋ DB = BI. 

Zieht man ferner von A nach 3 zwiſchen der gebrochenen Linie 
ADB und dem Bogen AB eine andere gebrochene Linie, etwa eine 
Tangentenfolge, jo nähert ſich dieſe dem Kreisbogen AB in höherem 
Grade, als die gebrochene ADB, und iſt nach L. I kürzer als ADB. 
Folglich iſt auch die Läuge des Bogens AB kleiner als diejenige von 
ADB, weil fie nach Axiom XIV nicht größer fein kann, als es irgend 
eine von A nach B führende gebrochene Linie iſt, die ſich dem Bogen 
AB als ihrer Grenzgeſtalt nähert. 

Lehr ſatz IV. 

Die Länge eines Kreisbogens iſt der Grenzwerth der 
Länge einer jeden Sehnenfolge, welche von dem einen End— 
punkte des Bogens aus bis zum andern reicht, wenn man 
die Längen aller Theile dieſer gebrochenen Linie unendlich 
abnehmen, d. h. kleiner werden läßt als eine beliebig klein 
gegebene Strecke. 


10 
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Bew. Stellt man ſich eine in den Kreisbogen AB eingeſchriebene 
Sehnenfolge vor, ſo iſt deren Länge 
ſtets kleiner als diejenige des Bo⸗ 
gens AB; denn jede Sehne iſt 
nach Lehrſ. III kleiner als der 
überſpannende Bogen. Da mithin 
die Geſammtlänge der von den 
Sehnen gebildeten gebrochenen Linie die Länge des Bogens nicht über- 
ſteigen kann, wie man auch die einzelnen Theile verkleinern mag, ſo iſt 
nach Axiom XIV die Länge des Bogens der Grenzwerth der Länge jeder 
Sehnenſumme, welche ſich durch Verkleinerung der Theile dem Bogen als 
der Grenzgeſtalt nähert. 


Lehrſatz V. 

Jeder Kreisbogen iſt länger als jede gebrochene Linie, 
welche innerhalb des Kreisfeldes deſſen Endpunkte ver— 
bindet und dem Centrum lauter concave Winkel zuwendet. 

— Dies iſt eine Folge von Lehrſ. I und IV. 


Lehrſatz VI. 

Die Länge eines Kreisbogens iſt der Grenzwerth der 
Länge einer jeden Tangentenfolge, welche von dem einen End- 
punkte des Bogens aus bis zum andern reicht, wenn man 
die Längen aller Theile dieſer gebrochenen Linie unendlich 
abnehmen läßt. 

Bew. Stellt man ſich um den Bogen 
AB, deſſen Centrum 0 ſei, eine Tangenten⸗ 
folge von der Länge ? vor und beſchreibt um 
das in OB liegende Centrum O, einen die 
Tangentenfolge überſpannenden und mit 45 
congruenten Bogen A1 BI, wo Bi einen 
Punkt in der Verlängerung von OB bedeute, 
fo iſt 00, A1 A4 ein Parallelogramm, alſo 
AA = OO = BBI. Hieraus geht, wenn 
wir den / AOB zunächſt als ſpitz, den 
/ OAAi alſo als ſtumpf annehmen, in 
Verbindung mit L. I, IV und V hervor, daß 

AA ＋ ABI ＋ BIB = 2. 00 ＋ AB 
iſt, weil der mit AB vertauſchbare Bogen A1 Bi noch größer als jede 
in ihn eingeſchriebene Sehnenfolge iſt. Da nun diejenigen Punkte, in 
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welchen ſich je zwei benachbarte Tangententheile der von 4 bis B reichenden 
gebrochenen Linie treffen, dem Bogen AB bei unendlicher Verkleinerung 
der Tangententheile beliebig nahe rücken, ſo läßt ſich hierbei die Strecke 
OO, beliebig verkleinern, ohne daß der Kreisbogen A,B, von der ge⸗ 
brochenen Linie getroffen würde. Mithin ſagt die ſo eben entwickelte 
Ungleichung t<2:-00, + AB 
aus, daß der Grenzwerth der Tangentenſumme 2 als zu groß angenommen 
würde, wenn man behauptete, daß er größer als der Bogen AB ſei. 
Daher iſt der Satz für ſolche Bogen AB bewieſen, über welchen 
ein ſpitzer Centriwinkel ſteht. Da man jedoch jeden größeren Bogen aus 
Bogen von dieſer Beſchaffenheit zuſammenſetzen kann, ſo gilt unſer Satz 
allgemein. 


$. 128. 
QZefinition. 


Unter einem regelmäßigen oder regulären! Polygon ver- 
ſteht man ein ſolches, deſſen Seiten ſämmtlich gleich, und 
deſſen Winkel ebenfalls ſämmtlich gleich ſind. 


Lehrſatz. 

Es giebt für jedes reguläre Polygon zwei concentriſche 
Kreiſe, von denen derjenige mit dem größeren Radius 
durch alle Ecken geht, während derjenige mit dem kleineren 
Radius alle Seiten in ihren Mittelpunkten berührt. 


Bew. Halbiert man die 
Winkel bei A und B in dem 
gegebenen regulären Polygon 
45 CDE. ſo ſchneiden ſich 
nach $. 84, Z. W die Halbierungs⸗ 
linien in einem Punkte 0, weil 
jeder von den halbierten Polygons⸗ 
winkeln 

n—2)G 28 
— en =6-°°<6 

F. 78) 
die Hälfte eines jeden alſo <A iſt. 


1; regularis, regelmäßig. — Z. ®. find das gleichfeitige Dreieck und das Quadrat 
reguläre Polvgone. 
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Im A AOB iſt wegen der Gleichheit der Winkel 045 und OBA 
Seite OA = OB. 8. 59). 

Zieht man nun die Grade 00, fo iſt ferner: 

Bee NAB, , 808) 
mithin: 

OO = OB, /0CB=/0BA=14/ABC=1/BCD. 
Auf analoge Weiſe folgt, wenn man jetzt die Grade OD zieht: 
ACOD=ZABOC, ODP O / ODE OE CDE; 

ü e dp. 

Daher geht der Kreis, welcher um das Centrum 0 mit dem Rating 
OA gezogen werden kann, durch alle Ecken A, 5, C, D, . .. des 
Polygons. 

Fällt man endlich von O aus auf AB, BC, CD, DE, die 
Senkrechten 04’, OB’, OC“, OD, . ſo werden jene als Kreis⸗ 
ſehnen nach $. 101, L. I in den Punkten A’, 5“, C., D!. .. halbiert, 
und die Senkrechten find ſämmtlich gleich, weil nach §. 107, L. II die gleichen 
Sehnen AB, BC, CD, DE... einen gleichen Abſtand vom Centrum 
O haben. Mithin geht der um das Centrum 0 mit dem Radius O4’ 
gezogene Kreis durch die Mitten 4“, B’, C, D', . .. der Polygons⸗ 
ſeiten und hat die letzteren in dieſen Punkten zu Tangenten (§. 111, L. I). 


Aufäße. 

I. Jedes reguläre Polygon wird durch die nach feinen 
Ecken gehenden Radien des umſchriebenen Kreiſes in lauter 
eongruente gleichſchenklige Dreiecke zerlegt. 

II. Trägt man in einen Kreis eine Folge von gleichen 
Sehnen ein, ſo erhält man, falls man auf dieſe Weiſe zum 
Ausgangspunkte wieder zurück gelangt, ein reguläres 
Polygon. 

Acholie. 

Stellt man ſich vor, daß ein Kreis in » gleiche Bogen getheilt jet, 
ſo erkennt man die Möglichkeit, reguläre n-Ede von verſchiedener Geſtalt 
mit gleicher Lage der Ecken zu conſtruiren; denn man kann erſtens jeden 
Theilpunkt durch eine Sehne mit dem zunächſt folgenden verbinden, zweitens 
jeden Theilpunkt mit dem zweitfolgenden, u. ſ. w. Es fragt ſich nur, ob 
bei jeder dieſer Conſtructionsweiſen auch jeder Theilpunkt einmal an die 
Reihe kommt, oder ob nicht vielleicht einige von ihnen ganz aus der Be⸗ 
nutzung ausfallen, wie z. B. kein Sechseck, ſondern nur ein Dreieck ent⸗ 
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fteht, wenn man bei ſechs Theilpunkten immer einen überſchlägt, während 
durch daſſelbe Verfahren bei fünf Theilpunkten ein ſogenanntes Pytha⸗ 
goreiſches Fünfeck erhalten wird. 

Man ſieht hieraus, daß es von zahlentheoretiſchen Eigenſchaften der 
Anzahl u der Ecken abhängt, wie viele verſchiedene reguläre Polygone 
mit denſelben Ecken conſtruirt werden können, da ſchon die obigen Bei⸗ 
ſpiele zeigen, daß u. A. die Zerlegbarkeit der Zahl „ in Primfactoren !) 
eine Rolle ſpielt. 

Wegen der geringeren Wichtigkeit dieſer Materie für die Geometrie 
gehen wir hier nicht näher auf ſie ein. 


$. 129. 
Lehrfah. 

Im regulären Sechseck find die Seiten dem Radius des 
umſchriebenen Kreiſes gleich. 

Vrſ. Es iſt ein reguläres Sechseck 
450 DET mit dem Centrum 0 des um- 5 
ſchriebenen Kreiſes und den Radien OA, 
OB, OC, OD, OE, OF deſſelben ge- 
geben. 

Beh. Es iſt: 45 = 40. 

Bew. Da die 6 Dreiecke um den 
Punkt 0 herum congruent find (§. 128, 3.1), 
und die Summe der Winkel um 0 herum 
et, so folge: 

A0 = 16. 


1) Unter einer Primzahl verſteht man eine ſolche ganze Zahl, welche keinen 
ganzen Factor außer ihr ſelbſt und 1 beſitzt, z. B.: 2, 3, 5, 7, 11. 
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Mithin iſt im A 403, weil es über AB gleichſchenklig iſt, 


ſeine Winkelſumme einen Geſtreckten beträgt: 
2. ABO GO -, 
/4BO=46G= /AOB, 
AO=AB...... $. 59. 
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und 


Capitel V. 
Gleichheit der Felder. 


$. 130. 
Lehrfaß. 
Alle völlig begrenzten Ebenenftüde ſind gleichartige 
Größen. 
— Denn nach F. 32, Z. V kann man jeden Theil eines Ebenen⸗ 
ſtücks in Deckung mit einem andern Theil innerhalb des Ganzen beliebig 
verſchieben, weshalb unſer Satz nach Axiom XII richtig iſt. 


Aefinition. 
Das Quantum eines völlig begrenzten Ebenenſtücks 
(eines völlig begrenzten Feldes) heißt Areal.!) 


Acholie. 

Bisher iſt die Ebene bloß als Träger von Linienfiguren betrachtet 
worden, ohne Rückſicht darauf, daß die völlig begrenzten Felder gleich⸗ 
artige Quanten von eigenthümlichen Eigenſchaften beſitzen. 

Indem wir uns jetzt die Betrachtung dieſer Gattung von Großen, 
nehmlich der Areale, als Aufgabe ſetzen, werden wir uns namentlich darüber 
Rechenſchaft geben müſſen, welche Verwendung die über die Linienfiguren 
bereits erworbenen Erkenntniſſe zur Vergleichung der Areale der von den 
Linien begrenzten Felder zulaſſen. Denn einerſeits würde der Werth der 
anzuſtrebenden Reſultate, wenn ſie mit jenen außer Zuſammenhang blieben, 
ſchon allein wegen dieſes Umſtandes bedeutend ſinken — wie zuſammen⸗ 
hangsloſe Einzelkenntniſſe ja überhaupt von geringem Nutzen fine, und 


1) area, Oberflächenansdebnung. 
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andrerſeits läßt ſich die Congruenz von Feldern, welche nach den grund⸗ 
legenden Axiomen den Ausgangspunkt für die Vergleichung der Areale 
bildet, ohne Berückſichtigung der begrenzenden Linien nicht einmal feſtſtellen. 
Die uns zunächſt zu Gebote ſtehenden Mittel, Areale als gleich zu 
erkennen, ſind nehmlich einzig und allein folgende: 
Gleich ſind die Areale 

1) von congruenten Feldern (. 17, Z. III); 

2) von ſolchen Feldern, welche ſich aus congruenten 
Feldern durch Addition und Subtraction gewinnen 
laſſen §. 20, IV und VII); 

3) von ſolchen Feldern, welche aus andern bereits als 
gleich erkannten Feldern durch Vervielfältigen und 
Theilen mittelſt gleicher Zahlen erhalten werden 
F. 20, XI und XIII); 

4) von ſolchen Feldern, welche ſich als Grenzgeſtalten 
gleicher veränderlicher Felder auffaſſen laſſen. 

Das zuletzt aufgeführte Merkmal für die Gleichheit von Arealen, 
welches nur zum Zwecke der Vollſtändigkeit der Überſicht ſchon hier Platz 
gefunden hat, bedarf aber noch einer näheren Begründung, da der im 
Axiom XIV geforderte Nachweis noch nicht geführt iſt, daß alle ver⸗ 
änderlichen Felder bei einer einzigen gegebenen Grenzgeſtalt auch nur einen 
einzigen Grenzwerth des Areals haben. — Die Linien verhalten hierin ſich 
bekanntlich anders. (Vergl. die Anm. zu §. 127.) 


F. 131. 
Lehrſag J. 
Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Höhe 
ſchließen gleiche Felder ein. 
Bew. Da zwei parallele Graden 


3 — ce” überall denſelben Abſtand von einander 
haben, ſo kann man die beiden gleich 
hohen Parallelogramme 450 D und 
4B C/ ſo neben einander legen, daß 

A 7 „„ die beiden Grundlinien AB und AB’ 


in eine Grade ABA’B’, und deren 
Gegenſeiten in die hierzu parallele Grade DED’O’ fallen. Dann iſt 
DAADD=ZNBBC'C 
wegen der Übereinſtimmung in allen Stücken. Mithin ift, weil bie Felder 
ebener Figuren mit dieſen zugleich zur Deckung gelangen: 
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NAADD—= NBB'C'C. 
Subtrahirt man dieſe Gleichung von der identiſchen 

NABCD—=NMNABC'D, 
io folgt: 

NABCD = NABCD. 


Aufüße. 

I. Ein Dreiecksfeld iſt gleich der Hälfte vom Felde eines 
Parallelogramms, welches mit ihm in Grundlinie und 
Höhe übereinſtimmt. — $. 88, L. 

II. Dreiecke von gleicher Grundlinie und Höhe ſchließen 
gleiche Felder ein. 

III. Aus der Gleichheit von Parallelogramms-, bezie- 
hungsweiſe Dreiecksfeldern läßt ſich nicht auf die Gleich— 
heit der Umfänge ſchließen; und umgekehrt. 


Eerhrſaßz II. 

Von zwei Parallelogrammen oder Dreiecken, welche in 
der Grundlinie übereinſtimmen, ſchließt dasjenige das 
kleinere Feld ein, welches die kleinere Höhe hat. 

— Denn es iſt nach L. I einem Theil des andern gleich. 


Lehrſaßh III. 
Zwei Parallelogramme oder Dreiecke von gleicher 
Grundlinie und gleichem Areal haben gleiche Höhe. 


$. 132. 
Aufgaben. 


J. Ein Parallelogramm zu conſtruiren, welches mit 
einem gegebenen Parallelogramm im Areal und in einer 
Seite übereinſtimmt und außerdem einen Winkel von ge— 
gebener Größe hat. 

II. Ein Dreieck zu conſtruiren, welches mit einem ge⸗ 
gebenen Dreieck im Areal und in einer Seite übereinſtimmt 
und an dieſer einen Winkel von gegebener Größe hat. 

III. Ein Dreieck zu conſtruiren, welches mit einem ge— 
gebenen Viereck im Areal, in einer Seite und in einem 
Winkel an derſelben übereinſtimmt. 
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Anal. Stellt man ſich vor, das Drei⸗ 
eck, welches mit dem Viereck 430 in der 
Seite AB, dem / A und dem Areal über⸗ 
einſtimmt, ſei auf dieſes ſo herauf gelegt, daß 
die gleichen Seiten und Winkel ſich decken, ſo 
muß die dritte Dreiecksecke E über die Ecke D 
in dem Strahl AD hinaus fallen, da das 
AB nur ein Theil vom J ABCD iſt. 
Dann muß ferner A DBC—= DBE ſein, 
weshalb CE + BD iſt ($. 131, L. IM). 

IV. Ein Dreieck zu conſtruiren, welches mit einem ge- 
gebenen u⸗Eck im Areal, in einer Seite und in einem 
Winkel an derſelben übereinſtimmt. 

Anal. Schneidet man von dem u⸗Ecks⸗ 
felde . . 40 CB. .. durch eine Diago⸗ 
nale DB ein ADCB ab, fo läßt ſich das 
Feld des letzteren durch ein anderes BEB 
zwiſchen den Parallelen DB und EC er 
ſetzen, deſſen Seite DE in der Verlaänge— 
rung von AD liegt. Dadurch iſt das u⸗Ecks⸗ 
feld (.. 4D CB. in das (2 1)⸗Ecks⸗ 
feld (.. . 4 EB. .. verwandelt. Durch 
Wiederholung dieſes Verfahrens an dem 
neuen Felde erhält man ein eben ſo großes 
(—2)⸗Ecksfeld, u. ſ. f., bis ſchließlich ein Dreieck hervorgeht. 

V. Ein Parallelogramm zu conſtruiren, welches mit 
einem gegebenen Dreieck im Areal, in einer Seite und in 
einem Winkel an der letzteren übereinſtimmt. 

Anal. Sei ABC das gegebene Dreieck 
und 45 DF das verlangte Parallelogramm, 
ſo iſt T AEF—= / CED als Scheitelwinkel, 
und /EAF—= EOD als Wechſelwinkel 
bei den Parallelen 47 und CB. Mithin 
wird AEF A CED, wenn EA = EC 
gemacht iſt, und erlangt mit ihm dadurch 
gleiche Felder. 

VI. Ein Dreieck zu conſtruiren, welches mit einem ge— 
gebenen Dreieck im Areal und in einem Winkel übereinſtimmt 
und an dem letzteren eine Seite von gegebener Länge hat. 
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Anal. It J 430 das gege⸗ 
bene, A' O das geſuchte, jo 2 
müffen die Graden 50“ und B’C 35 
parallel fein, damit BCO = 
SBC hervorgehe (F. 131, L. III), 
was zum Zwecke der Gleichheit der r 
Felder ABC und AB’C' erforder⸗ 4 6 e 
lich iſt. 

VII. Ein Parallelogramm zu conſtruiren, welches mit 
einem gegebenen Parallelogramm im Areal und in einem 
Winkel übereinſtimmt und außerdem eine Seite von ge— 
gebener Länge beſitzt. 

Anal. Die Aufgabe wird auf die vorhergehende zurückgeführt, wenn 
man bedenkt, daß die Dreiecke, welche die Hälften von den Parallelo⸗ 
grammen ſind, denſelben Bedingungen genügen müſſen. 


$. 133. 
Lehrſaß. 


Zieht man durch einen Punkt einer Diagonale eines 
Parallelogramms Parallelen zu den Seiten, ſo haben die 
hierdurch auf verſchiedenen Seiten der Diagonale entſtan— 
denen neuen Parallelogramme gleiche Felder. 

Vrſ. Mit den Seiten des 


Parallelogramms 4500 find = 2 e 
durch den Punkt P der Diagonale 6 7 
40 Parallelen gezogen, von denen 

die eine 45 in E, CD in F. 

die andere 40 in E, BC in K 4 2 . 


ſchneidet. 
Beh. Es iſt PEBH = PF DG. 
Bew. Nach §. 131, Z. J iſt: 
/NACB= AACD, 
IN APBEZINARG, 
A UGCPH=)/NORE. 
Subtrahirt man die beiden letzten Gleichungen von der erſten, jo 
folgt das Behauptete. 
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$. 134. 
Aufgabe. 


Ein Parallelogramm zu conſtruiren, welches mit einem 
gegebenen Parallelogramm im Areal und in einem Winkel 
übereinſtimmt und außerdem eine Seite von gegebener 
Länge beſitzt. 

Anal. Iſt in der Figur zum vor. §. 6 F das gegebene, PHBE 
das geſuchte Parallelogramm, PH im letzteren die Seite von gegebener 
Länge a, ſo ſind beide Parallelogramme Theile des conſtruirbaren Paral- 
lelogramms 450 D. Denn die Conſtruction des letzteren gelingt u. A. 
dadurch, daß man GP und DF um die Strecken a PH = ver- 
längert, die Graden CE und CP zieht, von denen die letztere ſich mit 
DG in A ſchneidet, EB = GA macht, AB zieht und FP bis zum 
Durchſchnitt E mit AB verlängert. 

— Diefelbe Figur giebt auch noch Anlaß zu einer andern Con— 
ſtruction, da die Felder AEFD und 45H, welche ſich in dem 
gemeinſamen Theil 4E PG überdecken, gleich find. 


$. 135. 
Lehrſag J. 


Das Quadrat? über der Summe zweier Strecken iſt 
gleich der Summe der Quadrate über den einzelnen Strecken 
und zweier Rechtecke aus dieſen. 


Bew. Das Feld des Quadrats 450 
über der Seite AB = «a + 5 wird in die frag⸗ 
lichen Theile zerſchnitten, wenn man von einer 
Ecke A aus auf den beiden anſtoßenden Seiten 
die Strecken AE = AF = a abträgt und 
dann durch E und F die Parallelen zu den 
Seiten zieht. 


1) Vergl. $. 132, VI. 
2) Der Bequemlichkeit des Ausdrucks wegen neunt man häufig, wie bier, nur 
die Linienfiguren, wäbrend man die von ihnen begrenzten Felder meint. 
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Lehrſatz II. 

Das Quadrat über der Differenz zweier Strecken iſt 
gleich der Differenz zwiſchen der Summe der Quadrate und 
dem Doppelten eines Rechtecks aus dieſen Strecken. 

Bew. Sit 4300 das Quadrat über 
der Seite 45 = - 6, fo conſtruire man 
ein Quadrat mit den Seiten 

ABE = ADF == d 5 
und lege an dieſes ein Quadrat BEGIZ heran. 
Hierdurch hat man die Summe der Quadrate 
über a und d erhalten. Verläugert man dann 
die Seite DC bis zum Randpunkte J der Figur, 
fo iſt dieſelbe in das Quadrat 4800 und 
zwei Rechtecke aus den Seiten a und 5 zer— 
ſchnitten. Nach Wegnahme der letzteren bleibt alſo das Quadrat 480 
übrig. 


V. 


Lehrſat III. 

Die Differenz der Quadrate über zwei Strecken iſt 
gleich dem Rechteck aus der Differenz und der Summe der 
beiden Strecken. 

Bew. Es ſei ABODEF die 
Differenz der Quadrate 4306 und 
FED über den Strecken a und 9. 
Verlängert man die Seite AB über 
B hinaus um die Strecke BH = b 
und conſtruirt das Rechteck 4 AL, 
welches offenbar die Seiten AH —=a+b 
und AF—= a—b hat, fo iſt der über 
das Feld 480 DEF hinaus liegende 
Theil BH deſſelben mit EN OD congruent und gleich. 


$. 136. 
Arfinition. 

Fällt man die Senkrechten von den beiden Endpunkten 
einer Strecke auf eine Grade, ſo erhält man zwiſchen den— 
Fußpunkten eine Strecke, welche die Projection der erſteren 
genannt wirt. 
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7 B Z. B. find in den 
beiden erſten hierneben 
verzeichneten Figuren die 


A 4 Strecken 45 Projec⸗ 
* tionen der Strecken AB, 
in der dritten iſt AB’ 

4’ A 4A 


die Projection von AB, 
weil 4 mit 4 zuſammem⸗ 


4 
| fällt. 
4 * 


Lehrſatz I 
Das Quadrat über einer Kathete irgend eines rechtt— 
winkligen Dreiecks iſt gleich dem Rechteck aus der Hypotenuſſe 
und der auf ihr liegenden Projection der Kathete. 


Vrſ. Es iſt gegeben ein bei 


2 
B rechtwinkliges A ABC, über bier 
25 Kathete AB das Quadrat 45 DE, 
E BF 1 AC, endlich das Rechteeck 
AFGH, in welchem AH = A iſſt. 
A 7 0 Beh. Es iſt 
D ABDE = N AFGH. 


Bew. Zieht man die Gradden 


/ | EC und BA, ſo ift 
EA Diess, 
5 weil 4E = AB, AC= AIH, 
* 0 {EAC=/BAC+r=/BALH 


iſt. Ferner iſt nach $. 131, Z. 1. 
DABDE=2. NEAC ... über der Grundlinie EA zwiſchen ZA =+ DIC, 
DAFGH=2: ABAH.. „ » „ AH, AH+BeG. 
Mithin ift:: 
DABDE = MNAFGH. 
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Lehrſaß II. 
Der Pythagoreiſche Lehrſatz. 
Bei jedem rechtwinkligen Dreieck iſt das Quadrat über 


der Hypotenuſe gleich der Summe der Quadrate über den 
einzelnen Katheten. 


Bew. I. Fällt man vom 
Scheitel B des rechten Winkels im 
N ABC die Senkrechte auf die 
Hypotenuſe und verlängert ſie durch 
das Hypotenuſenquadrat hindurch, 
ſo wird das letztere in zwei Recht⸗ 
ecke getheilt, welche nach L. I einzeln 
den Kathetenquadraten gleich ſind. 


Bew. II. Verlängert man 
die Kathete BC um CD = BA, 
die Kathete BA um AH = BC, 
conſtruirt das Quadrat DBHF, 
macht auf H die Strecke HG =BA 
und auf FD die Strecke FE= BA, 
zieht endlich die Graden AG, GE, 
EC, ſo iſt AABC=ZACDE 
EFG = A GHA (sus), 
und ACEG ift ein Quadrat, weil 
nach dieſen Congruenzen 

e 
GO = 22 ( HAG /BAC) 
—=22— (/BCA + /BAC) 
= 2 — * — * 


iſt. 

Da nun die Summe der vier congruenten rechtwinkligen Dreiecke 
ABC, CDE, EFG, H gleich der Summe zweier Rechtecke aus 
den Strecken AB und BC ift, und dies nach $. 135, I den Überſchuß 
des Quadrats BDFH über die Summe der Quadrate aus den Seiten 


1) Pythagoras lebte Ende des 6. Jabrhunderts vor Chr. 
Werpißky, Elemente der Matbematik. 11 
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A und BC beträgt, To ift dieſe Quadratſumme gleich dem Quadrat 
ACEG, welches nach Wegnahme jener vier rechtwinkligen Dreiecke vom 
ganzen Quadrat BDFH übrig bleibt. 


Aufop. 

In jedem Dreieck ift die Differenz der Quadrate über 
zwei Seiten gleich der Differenz der Quadrate über ihren 
Projectionen auf der dritten. 

— Dies folgt ſofort, wenn man den Pythagoreiſchen Satz auf 
die beiden rechtwinkligen Dreiecke anwendet, welche ſich in der Figur 
vorfinden, und dann die beiden erhaltenen Gleichungen durch Sub⸗ 
traction verbindet. 


I. 
Lehrſaßtz. 

Das Quadrat über der zur Hypotenuſe gezogenen Höhe 
eines rechtwinkligen Dreiecks iſt gleich dem Rechteck aus den 
Abſchnitten der Hypotenuſe. 

Bew. Es fer ODEF das Qua- 
drat über der Höhe CD des bei 0 
rechtwinkligen A ABO, G der Schnitt⸗ 
punkt der Graden EF und BO oder 
ihrer Verlängerungen). Man conſtruire 
das Rechteck CBB H und ziehe durch 
G zu DB die Parallele, welche C 
in J und BA in U ſchneide. — Dann iſt: 

, 12510 

weil CY = CF, /CDA= CG dals Rechte), endlich 40 
— / GCF dals Complemente zum / 500 Mbervorgeht. Mithin iſt: 

MA—EHG ECT, 
fo daß das Rechteck CN eine Seite C) = DA und die Nachbarſeite 
CH = DB beſitzt. Ferner iſt das Areal 

e 
weil der Überſchuß über den gemeinſamen Theil OFGJ nach §. 133 

EHNG — ee 


iſt. 
$. 138, 
Aufgabe. 
Ein Quadrat zu conſtruiren, welches mit einem gege- 
benen Rechteck im Areal übereinſtimmt. 
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Anal. Erſtens giebt der Lehrſ. I des §. 136 hierzu eine Anleitung, 
da es, wenn AFGF das gegebene Rechteck iſt, nur darauf ankommt, 
die Strecke 470 = AH zu machen und über 40 als Hypotenuſe ein 
rechtwinkliges Dreieck ACB zu conſtruiren, deſſen Ecke B in der Graden 
GE liegt. Die Ecke B findet man aber als Schnittpunkt der Graden 
GF mit dem über 40 conſtruirten Halbkreiſe ($. 113, 3. IV). 

Zweitens giebt der Lehrſatz §. 137 ebenfalls eine Anleitung zur Auf 
löſung der Aufgabe. Denn trägt man auf einer Graden die mit den 
Nachbarſeiten des gegebenen Rechtecks gleichen Strecken AR, DB an 
einander ab und beſtimmt die dritte Ecke C des A ABO als den Durch⸗ 
ſchnittspunkt des Halbkreiſes über AB mit der in D auf AB errichteten 
Senkrechten, fo iſt DC eine Seite des geſuchten Quadrats. 


$. 139. 
Lehrſatz. 

Bilden zwei Seiten eines Polygons einen Centriwinkel 
eines Kreiſes, von welchem die andern Polygonsſeiten Tan— 
genten ſind, ſo iſt das Polygonsfeld gleich dem Felde eines 
Dreiecks, deſſen Höhe gleich dem Radius, und deſſen 
Grundlinie gleich der in Rede ſtehenden Tangentenſumme 
des Kreiſes iſt. 37 

Vrſ. Es iſt ein Polygon ; N 
(OAXY ... ZB} gegeben, \ 
deſſen Seiten AX, XV.. 

ZB Tangenten eines um 0 
mit dem Radius „m gezogenen 
Kreiſes ſind. 

Beh. Das Feld (OAXY 
. .. ZB) iſt eben fo groß, wie 
dasjenige eines Dreiecks, deſſen 
Höhe = r, und deſſen Grund- 
linie = AX-+-NXY+..+ZB 
iſt. 


\ 
\ 
\ 


Bew. Macht man auf 
dem Strahl AX die Stücke 
„˖ͤ Z2B—ZB, 
zieht die Graden OX, OY. , 
2, OB 
und die Berührrugsradien OL, 
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OP. ..., OS der Kreistangenten AX, XF.. . .. ZB, ſo iſt 
wegen der Übereinſtimmung in Höhe und Grundlinie ($. 131, Z. II): 
O u AR 
AOXY=NA 0XY, 
I OE & Oh; 
mithin durch Summation nach §. 20, IV: 
N OA = (0AXY... ZB). 


$. 140. * 
Lrhrſaßz. 

Nähert ſich ein veränderliches Feld einer Grenzgeſtalt, 
ſo nähert ſich ſein Areal einem einzigen Grenzwerth, wie 
die Veränderung des Feldes auch vor ſich gehen mag; und 
dieſer Grenzwerth giebt das Areal der Grenzgeſtalt an.)“ 

Bew. Da jedes mit völliger Begrenzung a gegebene Feld nach 
§. 130 ein beſtimmtes Areal a hat, wie es auch geſtaltet fein mag, fo 
iſt es größer als jedes in ihm liegende von der geſchloſſenen Linie 5 be⸗ 
grenzte Feld mit dem Areal 8. Nähert ſich nun 5 der Grenzgeſtalt a, 
fo kann daher der Grenzwerth von g nicht >a werden; und dies reicht 
nach Axiom XIV hin, um die Behauptung zu rechtfertigen, daß 
u iſt⸗ 

Nähert ſich zweitens ein das gegebene Feld einſchließendes Feld mit 
der Begrenzung e und dem Areal y dem erſteren als feiner Grenzgeſtalt, 
jo ſtelle man ſich noch ein drittes Feld mit der Begrenzung d vor, welches 
die ganze bisher betrachtete Figur als einen Theil enthält, unveränderlich 
iſt und das Areal 5 beſitzt. Dann wird das Areal (ö—y) des zwiſchen 
d und e liegenden Feldes fortwährend wachſen, wenn die Linie » ſich der 
Grenzgeſtalt à nähert, weil der Werth von y hierbei fortwährend abnimmt. 
Mithin kann der Grenzwerth von (&—7) nicht (8—4 werden, fo daß 
nach Axiom XIV 

lim. (8— ) = (da), lim. y=a 
iſt. 

Nähert ſich drittens ein Feld, deſſen Begrenzung die Linie a durch⸗ 
ſchneidet, dem von a begrenzten Felde als feiner Grenzgeſtalt, je kann 
der Grenzwerth des veränderlichen Areals ebenfalls nicht von a verſchieden 


1) Dieſer Satz betrifft das in der Scholie zu §. 130 aufgezäblte Merkmal 4) für 
die Gleichheit von Feldern. 
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ſein, weil man die Figur ſo zerſchneiden kann, daß die vorher betrachteten 
Fälle eintreten. 
§. 141. 
Lehrſatz. 
Das Feld eines jeden Kreisſectors iſt gleich demjenigen 
eines Dreiecks, deſſen Höhe dem Radius, und deſſen Grund— 
linie dem Bogen gleich iſt. 


Ü 


* 

Vrſ. Es find ein Kreisſector ABC mit dem Centrum C und ein 
A AB'C’ gegeben, deſſen Höhe CO’ R= CA, und deſſen Grundlinie 
AB Ag it. 

Beh. Es iſt das Feld ABC—= ABC. 

Bew. Legt man um den Bogen AB von A bis B eine Tangenten⸗ 
folge AX . . . VB,, macht auf der Graden A’B’ die Strecke A’U gleich 
der Länge derſelben und zieht die Grade CD, fo iſt nach §. 139 das Feld 

e == Ailer. 

Nun ift aber, wenn man die Theile der Tangentenfolge (AX ... YB) 
unter Vermehrung ihrer Anzahl unendlich abnehmen läßt, nach §. 127, VI 
die Länge des Bogens AB der Grenzwerth der Länge jener Tangenten⸗ 
folge, mithin auch 4.5 = lim. 4“ U, und nach §. 140 haben die gleichen 
Areale der Felder (AX ... YBC), AU“ beziehungsweiſe diejenigen 
von ABC und A’B’C’ zu Grenzwerthen. Folglich find dieſe Grenzwerthe 
ebenfalls gleich. (Arithm. §. 35.) 


Aufah. 

Jedes Kreisfeld iſt gleich dem Felde eines Dreiecks, 
deſſen Höhe dem Radius, und deſſen Grundlinie der Kreis— 
linie gleich iſt. 

— Denn denkt man ſich irgend einen Radius gezogen, ſo ſieht 
man, daß der ganze Kreis ein Kreisſector iſt, deſſen Centriwinkel 26 
beträgt. 
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Capitel VI. 
Vom Meſſen. 


A. Quotienten von Längen und Arealen. — Ahnlichkeit. 


$. 142. 
Acholie. 

Diejenigen arithmetiſchen Sätze, deren wir uns bisher bei der Unter— 
ſuchung der Raumgrößen bedient haben, gehören ſämmtlich der Addition, 
Subtraction, Multiplication und demjenigen Falle der Diviſion au, welcher 
als „Theilen“ bezeichnet wird, nehmlich demjenigen, in welchem der Multi⸗ 
plicand geſucht wird, wenn das Ganze und die Anzahl der Theile gegeben 
find. (Arithm. §. 23.) 

Das „Meſſen“, nehmlich die Beſtimmung des Multiplicators, d. i. der 
Anzahl der in einem gegebenen Ganzen enthaltenen Theile von gegebener 
Größe, iſt noch nicht beſprochen. 

Daß hierbei häufig im eigentlichen Sinne von einer Anzahl von 
Theilen nicht die Rede ſein kann, iſt in dem betreffenden Abſchnitt des 
Lehrbuchs der Arithmetik für alle Größen von irgend welcher Qualität 
entwickelt; und es ſind dort diejenigen Erweiterungen des Zahlenbegriffs 
ausführlich beſprochen, welche in der Erfindung der gebrochenen und der 


irrationalen Zahlen beruhen und einen unveränderlichen Algorismus!) mit 
a 


dem Quotienten . geftatten, mag derſelbe eine Anzahl angeben oder nicht. 


Über die Einzelheiten iſt der betreffende Abſchnitt der Arithmetik nach⸗ 
zuſehen. Hier wollen wir nur Folgendes erwähnen: 


1) Rechnen nach denſelben formalen läußerlichen) Geſetzen. 
Worpitzky, Elemente der Mathematik. IV. 1 
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= BD 


Verſteht man unter a und 5 zwei gleichartige Größen, 
unter u under ganze Zahlen, fo bedeuten die Gleichungen 


* a 1 
a = 6, — = — 
r 5 1 
ſoviel, wie die Gleichung: 


nb b a 
a=—, oder: an. , oder: ——. 
7 r n 


Solche Größen a und 5, zwiſchen welchen eine Gleichung 
dieſer Art beſteht, heißen commenſurabel, die Größe = (oder 


die gleiche = heißt der gemeinſchaftliche Theiler oder das ge 
meinſchaftliche Maß derſelben, die Bruchform — (oder die 
gleiche —) eine rationale Zahl. 


Haben aber die beiden gleichartigen Großen a und 5 
kein gemeinſchaftliches Maß, ſo heißen ſie incommenſurabel, 
und die Bruchform J eine irrationale Zahl. Dann laſſen ſich 
zwei Zahlen » und ſtets fo verändern, daß 

a = lim. = 6 


iſt, und man darf dieſe Gleichung ohne Veränderung der 


formalen Rechengeſetze auch in der Form 
— — lim. 7 
b r 
verwenden. 
Es wird unſere nächſte Sorge ſein, zu zeigen, daß es incommen⸗ 


ſurable Raumgrößen giebt. 


$. 143. 
Lehrſag J. 

Verſteht man unter a und 5 zwei gleichartige Größen, 
von denen a>5 tft, und unter » eine Anzahl von der Be⸗ 
ſchaffenheit, daß 4 nd hervorgeht, jo iſt das größte ge⸗ 
meinſchaftliche Maß von a und 5, falls es ein ſolches giebt, 
auch das größte gemeinſchaftliche Maß von 5 und der 
Größe e = (a- ub); und umgekehrt iſt das größte gemein- 
ſchaftliche Maß von ö und „auch das größte gemeinſchaft⸗ 
liche Maß von a und 6. 
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a E «= 


Bew. Jedes gemeinfchaftlihe Maß von = und 6, d. i. jede Größe 
9 von der Beſchaffenheit, daß die Quotienten 


a 5 
— 4 und — — 
ze 


* 
ganze Zahlen ſind, macht auch den Quotienten 


0 
2—y 
g 
zu einer ganzen Zahl, wegen der aus der Vorausſetzung folgenden Gleichung: 
a an). 
95 9 9 


Hierdurch iſt der erſte Theil der Behauptung bewieſen. Ferner iſt 
nach derſelben Gleichung: 


5 , , 
fo daß umgekehrt was den zweiten Theil der Behauptung bildet“, & als 


eine ganze Zahl hervorgeht, wenn 8 und 1 ſolche Zahlen find. 


Acholie. 

Beiſpielsweiſe ſeien @ und 5 zwei Strecken von ſolcher Beſchaffenheit, 
daß auf a = PA noch eine 
Strecke BA—e übrig bleint. —ñĩxẽ?:ꝓ⁵ v! 
nachdem man 5 = 26 
abgetragen hat ( = 2). — — 
Dann wird eine Strecke 9, 
welche in d genau 10 mal enthalten iſt 1 = = 10), ſich von P 
bis B genau 2.10 = 20 mal abtragen laſſen, fo daß fie in = BA 
noch eine ganze Anzahl mal (etwa 7 = 9 mah enthalten iſt, wenn 9 in 
4 eine ganze Anzahl (a = 29) mal aufging. 


Lehr ſatz II. 


Kathete und Hypotenuſe eines jeden gleichſchenkligen 
rechtwinkligen Dreiecks ſind incommenſurabel. 


A 


Vrſ. Das rechtwinklige A ABC ift über A 
(der Hypotenuſe) 40 gleichſchenklig. 4 5 

Beh. AB und 40 find incommen⸗ B, 1 
ſurabel. \ 

Bew. Auf der Hypotenuſe AC mache & 


man CB, = CB, errichte in Bi auf 40 
die Senkrechte, welche AB in C, ſchneiden 
mag, und ziehe die Grade Cn. Dann ift: “ 3 


1* 
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NH ens, St) 
mithin: CB, = GB. 

Und da im A 451 C 
, AGB = 2 — /ABO — , GAB = 2 — , = N 

= 2 A. : 
iſt, fo ift dieſes rechtwinklige A A451 N ebenfalls gleichſchenklig; alſo: 
(1.) AB, Ai iB. 
Was die Länge feiner Hypotenuſe 40 betrifft, jo hat man einerſeits: 
AC = AB GB = (ACA) GB, 
und audrerſeits: 
40¹ = AB, + Bi Ci; 
was durch Summation unter Benutzung von Gl. (1.) zu dem Reſultat 
(2.) 2.401 T 40, AO, <4AC 
führt. 
Nimmt man noch hinzu, daß 
3. 40 AB 40 — C35 AB 
143 AB. = AB GB = A4 
hervorgeht, fo ſchließt man unter Benutzung des obigen Lehrſ. I Folgendes: 

Das größte gemeinſchaftliche Maß von Kathete und 
Hypotenuſe des A ABC iſt auch ein ſolches für die ent- 
ſprechenden Stücke des A451 G, deſſen Hypotenuſe um 
mehr als die Hälfte kleiner iſt. 

Wiederholt man die beſchriebene Conſtruction am A451 N, ſo 
erhält man ein 45202, welches zum A AB,C, in ähnlicher Be⸗ 
ziehung ſteht, wie dieſes zum A ABC; u. ſ. f.) Die Hyppotenuſen 
dieſer Dreiecke nehmen nach dem Obigen in der Weiſe ab, daß 

ACD$2:A0, >32. au uud >. u er eh 
alfo allgemein 

40. K 40 
iſt; d. h.: man kann die Conſtruction fo oft wiederholen, 
daß die Hypotenuſe 40, des zuletzt erhaltenen Dreiecks 
kleiner als eine beliebig klein gegebene Strecke, alſo auch 


1; Stellt man die zu (3.) analogen Formeln ſämmtlich auf, fo ergiebt ſich aus 
der Theorie der Kettenbrüche: 


40 5 
47 17 ½ 7 ½ ＋ ½ .. . 


Die Berechtigung, den Pythagoreiſchen Satz zur Erlangung dieſes numerischen Reſul⸗ 
tats zu verwenden, wird erſt in §. 155 erworben. 
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kleiner wird, als diejenige Strecke iſt, welche etwa Jemand 
für das gemeinſchaftliche Maß von AB und 40 ausgeben 
möchte. 

Dann kann dieſes Maß aber nicht in 40% aufgehen, wie es doch 
müßte 

Mithin haben AB und 40 kein gemeinſchaftliches Maß; was zu 
beweiſen war. 


$. 144. 
Lehr ſaß. 

Stimmen zwei Rechtecke in der Grundlinie überein, ſo 
iſt der Quotient ihrer Felder gleich demjenigen ihrer 
Höhen; m. a. W.: fo verhalten ſich! ihre Felder wie ihre 
Höhen. 

Vrſ. Es find zwei Rechtecke gegeben, 
das eine mit der Grundlinie 9, der Höhe A 
und dem Felde f, das andere mit der Grund⸗ | 
linie 9, der Höhe A’ und dem Felde F.. f 

Beh. Es it 4 = #, 

Bew. Man muß beim Beweiſe die 7 
beiden folgenden möglichen Fälle unterſcheiden: 

J. Die Höhen A und * ſeien commenſurabel. Ihr gemein⸗ 
ſchaftliches Maß ſei die Strecke 


6 4 = 8. 
n n 
fo daß 
h=na, W"—na 
iſt. 

Zieht man nun durch die Theilpunkte, welche durch Abtragung der 
Strecke a auf den Höhen * und A’ erhalten werden, Parallelen zu den 
Grundlinien 9, fo zerfallen 7 und 7 beziehungsweiſe in » und „ con⸗ 
gruente Rechtecksfelder von der Größe p. Mithin wird 

up, . mi 
und es iſt: 
Er TER h 


5 * „ 
II. Die Höhen A und 4’ feien incommenſurabel. 


1) über die Proportionen vergl. das Lehrb. d. Arithmetik §. 4 bis $. 45. 
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Jedenfalls giebt es eine Strecke A von der Beſchaffenheit, daß 
k 
Ten: 


75 57 

iſt. Man kann daher die Frage nach der Gültigkeit der Behauptung ſo 
ausſprechen, ob * von A verſchieden fein kann oder nicht. 

Nehmen wir an, A und 4 ſeien verſchieden, fo 
* fällt der Endpunkt K der Strecke A = & nicht mit 
dem Endpunkte E der Höhe AH = h zuſammen, wenn 
man jene auf dieſer abträgt. Theilt man dann die 
Höhe “ in ſo kleine gleiche Theile, daß dieſelben kleiner 
h | als AK find, und trägt fie von 4 aus auf AH ab, 

7 


fo fällt ſchließlich ein Theilpunkt in einen Punkt Z 
zwiſchen H und I. Die Strecke AZ, welche ihrer 
ri) Entſtehungsweiſe nach mit # comimenfurabel ift, nennen 
wir 2 und conftruiven endlich ein Rechteck aus den Seiten 
9 und 7, deſſen Feld nennen wir A. 
Dann iſt, wie oben unter I bewieſen: 
2. 2 1. 
Multiplicirt man aber dieſe Gleichung 2.) mit der nicht zu beanſtan⸗ 
denden Gleichung (1.), ſo folgt die Gleichung 
f k 


Nun, 
welche einen offenbaren Widerſpruch enthält. Denn da Z zwiſchen H 
und X liegt, fo tft 


Fr, Tl, wenn K Tl, 4 <ıif; 


und FJ, TY l, wenn K L, 4 NH it. 
Folglich kann A nicht von “ verſchieden fein. 
In ſätze. 


J. Die Felder der Parallelogramme von gleicher 


50 9 verhalten ſich, wie ihre (a \ 


Grundlinien. 
— Nach L. I u. §. 131, L. I. 
U. Die Felder der Dreiecke von gleicher N \ 
verhalten ſich, wie ihre Alber, 


Grundlinien. 
— Nach Zuſ. II u. $. 131, Z. 1. 
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§. 145. 
Lehrſaßtz. 

Der Quotient der Felder beliebiger Parallelogramme 
iſt gleich dem Producte aus dem Quotienten ihrer Grund- 
linien und dem Quotienten ihrer Höhen. 

Vrſ. J. 9. & find das Feld, die Grundlinie und die Höhe eines 
Parallelogramms, f’, 9, J diejenigen eines zweiten. 

h 


a a 
Beh. Es ift: = 5 


Bew. Die entſprechenden Stücke eines dritten Parallelogramms 
ſeien: H, 9“, h; fo daß es mit dem einen gegebenen Parallelogramm in 
der Höhe, mit dem andern in der Grundlinie übereinſtimmt. Dann iſt 


nach $. 144, Z. I: 


gt 
15 8 g’’ 
Bu er: 
4 7 7 
mithin durch Multiplication: 
E 
* 9, . 
Bufak 


Der Quotient der Felder beliebiger Dreiecke iſt gleich 
dem Producte aus dem Quotienten ihrer Grundlinien und 
dem Quotienten ihrer Höhen. 


$. 146. 
ZAefinitionen. 

I. Eine Größe, welche unter allen gleichartigen Größen 
zu dem Zweck ausgewählt iſt, um dieſelben mit ihr zu 
meſſen (dividiren), heißt die Maßeinheit oder ſchlechthin 
Einheit!) dieſer Größen. — Unter der Maßzahl einer Größe 
verſteht man den Quotienten, welchen ſie beim Meſſen 
Dividiren) durch die Einheit giebt. — 

Bei arithmetiſchen Relationen erlaubt man ſich, zu 
ſagen: „Größe a“, anſtatt: „Maßzahl der Größe 4“. Hiernach 


1) Man beachte genau den Unterſchied zwiſchen der „Einheit“ und der „Eins“. 
Die „Einheit“ iſt eine Größe, die „Eins“ eine Anzahl (ohne Qualität). 
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iſt jeder Satz, welcher ſeinem unmittelbaren Wortlaute 
nach keinen Sinn giebt, zu interpretiren.!) 

II. Das Areal des Feldes eines Quadrats, deſſen Seiten 
der (nach Willkür gewählten Längeneinheit gleich ſind, 
wird (nach allgemeinem Übereinkommen, als Flächeneinheit, 
oder genauer: als Arealeinheit, feſtgeſetzt. 


Zu ſätze. 

I. Die Maßzahl des Feldes eines jeden Parallelo- 
gramms iſt gleich dem Producte der Maßzahlen ſeiner 
Grundlinie und ſeiner Höhe. — M. a. W.: Das Feld eines 
Parallelogramms iſt gleich dem Producte aus Grundlinie 
und Höhe: f=gA. 

— Dieſer Satz geht unmittelbar aus §. 145, L. hervor, wenn 
man dort das Parallelogramm, welches das Feld f’, die Grundlinie 
und die Höhe “ hat, als ein Quadrat annimmt, deſſen Seiten g’ 
und “ beide der Längeneinheit gleich find. 

II. Die Maßzahl des Feldes eines jeden Dreiecks iſt 
gleich dem halben Producte der Maßzahlen feiner Grund— 
linie und ſeiner Höhe. — M. a. W.: Jedes Dreiecksfeld iſt 
gleich dem halben Producte aus Grundlinie und Höhe: 
F lol. 

— Folge von Zuſ. I und F. 131, Z. I. 

III. Der Quotient je zweier Seiten eines einzelnen 
Dreiecks iſt gleich dem reciproken Werth des Quotienten der 
Höhen, welche auf ihnen ſtehen. — M. a. W.: Je zwei Seiten 
eines einzelnen Dreiecks verhalten ſich umgekehrt, wie die 
auf ihnen ſtehenden Höhen. 

— Denn bezeichnet man zwei Dreiecksſeiten mit a und 5, bie 
Höhen auf ihnen mit a und 8, fo iſt nach Z. II das doppelte Drei- 
ecksfeld 27 ſowohl — aa, als auch = 58, wodurch 

B 


aa = bB, 5 = 


hervorgeht. 
Acholie. 
Durch die Def. II iſt eine Beziehung zwiſchen der Einheit der Längen 
und derjenigen der Areale hergeſtellt, welche auf bloßem Übereinkommen 
beruht. 


1) Vergl. d. Lehrb. d. Arithmetik §. 45. 
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Es verſteht ſich von ſelbſt, daß bei jedem ähnlichen Übereinkommen nur 
Zweckmäßigkeitsrückſichten — keine zwingenden Gründe — ins Gewicht gelegt 
werden können, da es an und für ſich keine Größengattung etwas angeht, was 
man bei einer andern als Maßeinheit anſehen will. Beiſpielsweiſe ſind es 
bloße Zweckmäßigkeitsrückſichten, daß man dasjenige Gewicht, welches ein 
Cubikcentimeter Waſſer unter gewiſſen Umſtänden beſitzt, als Gewichtseinheit 
(1 Gramm) feſtgeſetzt hat; und genau eben fo verhält es ſich, wenn man 
für die Flächeneinheit das Areal eines Quadrats feſtſetzt, wie es in Def. II 
geſchehen iſt. Man hätte hierzu eben fo gut das Areal eines Dreiecks⸗ 
feldes oder eines Kreisfeldes wählen dürfen, deſſen Beſtimmungsſtücke aus 
der Längeneinheit abgeleitet werden können, oder irgendwie anders ver: 
fahren, wenn man durch die Wahl der Längeneinheit auch diejenige des 
Areals ſchon beſtimmt haben will. Mit demſelben Recht hätte man aber 
auch jede ein- für allemal getroffene Verabredung hierüber unterlaſſen dürfen. 

Die praktiſche Rückſicht, durch welche man ſich hat leiten laſſen, iſt 
im Zus. I ausgeſprochen. 

Die Benennungen der Einheiten greifen auf die Def. II zurück: Man 
nennt die Flächeneinheit ein „Quadratmeter“, wenn als Längeneinheit 
ein Meter angenommen iſt, ein „Quadratmillimeter“, wenn das 
Millimeter als Längeneinheit gilt; u. ſ. w. 

Der Zuf. 1 lehrt, daß 

I Quadratmeter — 10-10 Quadratdecimetern, 
1 Quadratdecimeter —= 10-10 Quadratcentimetern 
iſt, u. ſ. w., weil 
1 Meter - 10 Decimetern, 
1 Decimeter = 10 Centimetern 
iſt, u. ſ. w.; eben ſo, wie das Feld eines Parallelogramms, welches 
7 Meter Grundlinie und 5 Meter Höhe beſitzt, 7-5 Quadratmeter groß 
iſt Das Feld eines Dreiecks, deſſen Grundlinie 9, und deſſen Höhe 
8 Meter beträgt, enthält nach Zuſ. II 1.9.8 — 36 Quadratmeter Areal. 

Die in der Arithmetik gebräuchliche Benennung „a Quadrat“ für 
„a?“ ſtammt daher, daß nach Zuſ. II das Feld eines Quadrats, deſſen 
Seiten je 4 Meter betragen, — a? Quadratmetern iſt. 

Aus dem Zuſ. III erſieht man, daß die Dreieckshöhe auf einer 
Seite von 12 Meter Länge, wenn eine andere Seite 9 und die auf ihr 
ſtehende Höhe 20 Meter mißt, 15 Meter lang ſein muß, weil 

9.20 
12 ü 90 20 1 
iſt. 
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8. 147. 
Lehrfak. 

Die Felder zweier Dreiecke, welche in einem Winkel 
übereinſtimmen, verhalten ſich, wie die Producte aus den 
Schenkeln!) dieſer Winkel in den einzelnen Dreiecken. 

Bew. Man lege die 
beiden Dreiecke ſo an einander, 
daß ihre als gleich gegebenen 
Winkel Scheitelwinkel bei C 
werden, benenne ſie im Übrigen 
mit ABC und A’B'C, be 

A zeichne C4 = a, CB und 
deren Verlängerungen bezie⸗ 
hungsweiſe C4! = a’, CB — b, ziehe die Hülfsgrade A’B und be⸗ 
zeichne das Feld von 
n , OA . 
Dann iſt nach §. 144, Z. II: 
1 
0 Fu 
das Erſtere, weil man von B aus nur eine Senkrechte auf AA’, das 
Zweite, weil man von A’ aus nur eine Senkrechte auf 32° fällen kann. 
Durch Multiplication dieſer Gleichungen ergiebt ſich: 


3 


E 
n 
wie behauptet wurde. 
$. 148. 


Refinition. 

Je zwei Dreiecke, welche in zwei Winkeln überein⸗ 
ſtimmen, heißen ähnlich.) — Das Zeichen für dieſes Wort 
in Formeln iſt: vw. 

Ju ſätze. 

I. Je zwei ähnliche Dreiecke ſtimmen in allen Winkeln 
überein. 

1) Hier tritt deutlich hervor, weshalb es eingeführt iſt, von den Größen zu ſprechen, 
als wenn fie Zahlen wären. ($. 146, D. I.) Will man nehmlich genau ſprechen, fo 
bedarf man einer bedeutend größeren Anzahl von Worten und wird vielleicht grade 


deshalb nicht ſo leicht verſtanden. 
2) Vergl. die Scholie zu $. 57. 
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II. Iſt ein Dreieck mehreren ähnlich, jo ſind dieſe unter 
ſich ähnlich. 
III. Congruente Dreiecke ſind ähnlich. 


$. 149. 
Lehrſaßz.“ 
In ähnlichen Dreiecken find die Quotienten der Gegen- 
ſeiten gleicher Winkel gleich. 
Vrſ. In den Dreiecken ABC 
und A'B'C’ iſt: 

[A=/A4, /B=/B. 9 
Es wird 80 = a, CA = b, AB c, 
BO d, OK, AB 

5 A 
bezeichnet. 

Beh. il: = 

Bew. Bezeichnet man die Felder 
der gegebenen Dreiecke mit f und Y, 4 L 9 
fo iſt nach §. 147: 
„ ĩ ò 


3 


1 * 
und: 
f bc 8 ar 
f' == Ti weil 72a ER iſt. 
Hieraus folgt: 
ar e 
e 
a b 
e 
Zu ſätze. 


J. Die Quotienten der gleichliegenden Seiten ähnlicher 
Dreiecke ſind alle drei gleich: 


4 b e 


a’ ca 


— Denn die dritten Winkel find ebenfalls gleich groß. 


1) Wir beziehen uns auf dieſen „erſten Ahnlichkeitsſatz“ durch die Bezeichnung: 
(20). 
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II. Die Felder zweier ähnlichen Dreiecke verhalten ſich, 
wie die Quadrate gleichliegender Seiten: 


7 
77 == 422 
— Denn, die Gleichung 
e 
775 4 o 


geht in diejenige der Behauptung über, wenn man den Quotienten 5 


durch den eben ſo großen 7 erſetzt. 


Acholie. 

Wie der erſte Congruenzſatz mit feiner Umkehrungen bisher die wich⸗ 
tigſte Handhabe geboten hat, um Eigenſchaften der complicirteren Raum⸗ 
gebilde durch Vermittelung der einfachſten geſchloſſenen gebrochenen Linie, 
des Dreiecks, abzuleiten, fo eröffnet der obige „erſte Ahnlichkeitsſatz“ (27% 
die Ausſicht, ſich dieſer einfachen Figur auch dort mit Erfolg bedienen 
zu können, wo es ſich um diejenigen Eigenſchaften der Raumgeſtalten 
handelt, welche durch die Vergleichung der Quotienten gleichartiger Raum⸗ 
großen ermittelt werden mögen. 

Es iſt deshalb — genau wie bei der Congruenz — eine Frage von 
hervorragender Wichtigkeit, ob und in welcher Weiſe dieſer erſte Ahulich⸗ 
keitsſatz, verbunden mit ſeinen nächſtliegenden Folgerungen (namentlich 
Zuſ. I/, umgekehrt werden kann. — Hiermit werden wir uns im nächſten 
$. beſchäftigen. 

$. 150. 
Die übrigen Ahnlichkeitsſätze Umkehrungen des erften). 

Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie übereinſtimmen: 

1) in den Verhältniſſen (Quotienten) der drei Seiten- 
paare (dsw]; 

2) in dem Verhältnis zweier Seitenpaare und im ein⸗ 
geſchloſſenen Winkel iswsrn) ; 

3) in dem Verhältnis zweier Seitenpaare und in dem 
Gegenwinkel der größeren Seite des einzelnen 
Dreiecks (Sswrn) ; 

4) in dem Verhältnis zweier Seitenpaare und in dem 
Gegenwinkel der kleineren Seite des einzelnen 
Dreiecks, falls die Gegenwinkel der größeren Sei— 
ten zugleich ſpitz oder zugleich ſtumpf ſind (Som). 
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Wir führen den Beweis an zwei Dreiecken ABC und 45 C, in 
welchen die Seiten mit den Buchſtaben a, 5, e; a’, ö, „ bezeichnet 
werden ſollen, wie fie den durch die Buchſtaben A, B, C,; A“, B', C. 
benannten Ecken gegenüber liegen. 

Bei allen vier Sätzen wird die Gleichheit der Verhältniſſe von min⸗ 
deſtens zwei Seitenpaaren vorausgeſetzt; es ſei ſtets: 

a” b 


Dann machen wir ſtets dieſelbe Hülfsconſtruction, daß wir auf CB 
die Strecke CD = «a abtragen, durch D eine Parallele zu 54 ziehen 
und deren Schnittpunkt mit CA durch X bezeichnen, endlich die Strecke 
X = A und die Strecke DX — ſetzen. Hierdurch wird 

I CDX NA CBA. 20% 
weil L ODX = CBA und /CXD= CAB als Gegenwinkel 
bei den Parallelen DX und BA hervorgeht. 

Dann bleibt uns nur noch übrig, zu beweiſen, daß 

SA. BO S AX DO 
iſt, um mit Hülfe von §. 148, Z. I und II zu ſchließen, es ſei 
I ABO A ABC. 
Der Beweis aber dafür, daß 
AABC'=ZAXDC 
ift, beruht bei den einzelnen der vier Sätze auf verſchiedenen Voraus⸗ 
ſetzungen. 

Die einzelnen Vorausſetzungen nebſt den zugehörigen Beweiſen ſind 
folgende: 

Vrſ. zu 1). Es iſt: 
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Bew. zu 1). Da J ABC XO iſt, fo folgt: 
SER 
a 4 a * 
Mithin ift: 
5, =, und = e Arithm. §. 44, N) 
daher: KA ÄARDU, 3% 133) 
AFC u AABO . 148. 
Vrſ. zu 2). Es iſt: 
b : 
. = O.. 
Bew. zu 2). Da JAB NIX iſt, ſo folgt: 


mithin: 
ABO Xx DO .. (ws), AABC' ABC. 
Vrſ. zu 3). Es iſt: 

2 , 4 B. C4 4. 


a 
Bew. zu 3). Da AABOCv AXDOC iſt, fo folgt: 
„ „ „ ; 
@ x 
mithin: 


AABO'=ZAXDO... (Ss, A AB w A ABC. 
Vrſ. zu 4): Es iſt: 


He ’ az „ J A und / 4 find beide 
rn , a,; U ſtumpf oder beide ſpitz. 


Be w. zu 4). Da J ABU m HX iſt, fo folgt: 
% „ ; 
a * 
mithin: 
A. BO. N XDO .. . (s$o), AA'BC' AB. 


1) Der hier benutzte Satz lautet: „Stimmen zwei Proportionen in drei 
gleichgeſtellten Gliedern überein, ſo ſind auch die vierten Glieder 
gleich.“ 

In unſerm Falle iſt — 5 (n. d. V.) und 4 3 (wie bewieſen); mithin: 


8 * 
b b E E 
ee 


— Das Analoge findet bei den zweiten Proportionen ſtatt, mo “ = y 
hervorgeht. 
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8= 4500 
Aefinition. 
Unter einer Schaar von Graden verſteht man eine be» 
liebige Anzahl grader Linien, welche in irgend welcher 
Beziehung zu einander ſtehen. 


Lehrſatz I. 

Die einander entſprechenden Abſchnitte, welche auf 
zwei beliebigen Graden durch eine Schaar von Parallelen 
gebildet werden, geben gleiche Quotienten. 

Vrſ. Von vier Par- 
allelen wird eine Grade 
in den Punkten A, B. C, 
D, eine zweite in den 
Punkten 4“, B', 0', D- 


geſchnitten. 
Beh. Es iſt 
AB _ CD 
r 


Bew. Zu AD ziehe 
man durch A’ unnd CO’ Parallelen, welche beziehungsweiſe BB’ in X 
und DD’ in Y ſchneiden. Dann iſt: 
enn, eee; 
mithin: 
4 _ Cr 
IB CD 
Ferner ift in den Parallelogrammen ABXA und DTC“: 
AX AB, CT = CD; 
mithin: 
AB C 


1B, GD 
Iſt im Gegenſatz zu unſerer bisherigen Annahme AD + AD, fo 
bleibt die letzte Gleichung beſtehen, weil dann 45 = Ag und CD = C 
iſt als Gegenſeiten in Parallelogrammen). 


Acholie. 

Verſchiebt man in der obigen Figur die Parallelen in der Weiſe, 
daß ſie ihrer urſprünglichen Lage parallel bleiben, ſo verändern die Quo⸗ 
tienten der von ihnen auf den feſten Graden AD und AD’ abgeſchnit⸗ 
tenen Strecken, wie bewieſen iſt, ihren Werth nicht, mag man die Par⸗ 
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alfelen im Übrigen verlegen, wohin man will. Selbſtverſtändlich dürfen 
hierbei zwei Parallelen auf einander gelangen, ihre Folge vertauſchen, 
u. ſ. w. 

Geht eine von den Parallelen durch den Durchſchnittspunkt von AD 
und A’D', fo kann man fie durch dieſen Punkt allein vertreten laſſen. 
Dann entſtehen Sätze über die Theilung von zwei Dreiecksſeiten durch 
eine Parallele zur dritten, welche aber nichts Neues enthalten, wenn man 
ſich die von jener Ecke erſetzte Parallele hinzudenkt. 

Allgemein umkehren läßt ſich unſer Satz nicht, ſondern nur in dem 
Falle, welcher im nächſten Lehrſatz beſprochen wird. 


Lehrſaß II. 

Gehört der Durchſchnittspunkt zweier Graden mit zu 
den Begrenzungen einer Folge ſolcher Abſchnitte, von wel⸗ 
chen die Theile der einen Graden denjenigen der andern 
proportionalh ſind, ſo ſind die graden Verbindungslinien 
entſprechender Theilpunkte einander parallel. 

Vrſ. Auf zwei Graden, 
welche ſich in P ſchneiden, iſt: 

PA PB 


Pa PB 
Beh. Es iſt 44 BB. 
Bew. Man ziehe durch 
P eine Parallele zu AA und 
eine zweite durch B, welche 
4 in X ſchneide. Dann iſt: 


PA PB 
P — PX e L. I. 
Dies giebt durch Vergleichung mit der Vorausſetzung: 
R 


fo daß BB’ ſich nicht von der Graden BX unterſcheidet, welche mit 
44 parallel iſt. 


Au ſatz. 
Dreht man die Grade PAB um den Punkt P, indem 
man den Punkt A auf einer Graden AA gleiten und das 


Verhältnis PA: AB unverändert läßt, fo beſchreibt der 
Punkt B eine Parallele zu AA. 


1) Vier Größen beißen proportional, wenn fie eine Proportion geben. Arithm. 
9. 41.) 
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8. 152 
Lehrſatz I. 

Die Halbierungsliuie eines Dreieckswinkels theilt 
deſſen Gegenſeite jo, daß ihre Abſchnitte ſich verhalten, 
wie die anſtoßenden Dreiecksſeiten. 

Vrſ. Im A ABC wird die Seite 
AB von der Halbierungslinie des 40 
in D getroffen. 

Eu, DA 

Beh. Cs iſt: DB = B 

Bew. Man ziehe zur Graden CD 
durch die beiden andern Ecken 4 und B 4 
die Parallelen, von denen die durch 2 
gezogene ſich mit 40 in einem Punkte E trifft. Dann iſt: 


1 „r = 9. 151, L. I. 


Ferner iſt bei den Parallelen CD und EB: 
CEB = A0, 
c hE = BOD; 
folglich, weil / 40 = / BCD iſt, auch: 
CEB = Chk, 
N 
Setzt man aber in (1) CB für CE, was hiernach angeht, fo geht 
die Gl. (1) in diejenige über, welche bewieſen werden ſollte. 


Lehrſatz II. 

Wird die Verlängerung einer Dreiecksſeite von der 
Halbierungslinie des Außenwinkels an der Gegenecke ge— 
troffen, fo verhalten ſich auf ihr die Abſtände des Schnitt- 
punktes von den Ecken, wie die anſtoßenden Dreiecksſeiten. 

Vrſ. Im J ABC wird 
die Verlängerung der Seite AB 4 
über 5 hinaus in D von der 
Halbierungslinie des Außen⸗ 
winkels B04 getroffen. 

ca 


Beh. Es it: 5 6 
Bew. Durch die Ecken 


Vorpitzky, Elemente der Mathematik. IV. 2 
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A und B ziehe man die Parallelen zu CD; die durch B gezogene treffe 
ſich mit 40 in E. Dann iſt: 
ED 
D CE 
In dieſer Proportion darf man aber CE durch CB erſetzen, weil 
bei den Parallelen CD und EB: 
O 
. CBE = BOD, 
alſo wegen der Gleichheit der rechts genannten Winkel 
ZACHB — ACHTE: 
CB = E 
iſt. 


Lehrſatz III. 

Iſt auf einer Dreiecksſeite ein Punkt von ſolcher Lage 
gegeben, daß ſeine Abſtände von den beiden Eden ſich ver- 
halten, wie die anſtoßenden Dreiecksſeiten, ſo halbiert 
ſeine Verbindungslinie mit der dritten Ecke den Dreiecks— 
winkel an derſelben. 

Vrſ. Auf der Seite AB des A ABC 
liegt ein Punkt D fo, daß 


AD BD 
; MIC BO 
1 iſt. 
4 N Beh. Es iſt / DOA = DCB. 
Bew. Halbiert man den / ACB durch 
eine Grade C, fo iſt: 
x 9. 1 
FE 5 . h 
Dividirt man dieſe Gleichung durch die gegebene, fo folgt: 
1 
I 
Nun iſt aber: 
AX BX AX-H BE AB 
on Din u- 1... Arithm. 8. 43, 


ANAND, BX —IBD, 
was nur dann angeht, wenn die Grade CD mit der Halbierungslinie 
CX des / ACB zuſammenfällt. 


www.rcin.org.pl 


— 6 


Lehrſaß IV. 


Iſt auf der Verlängerung einer Dreiecksſeite ein Punkt 
von ſolcher Lage gegeben, daß ſeine Abſtände von den bei— 
den Ecken ſich verhalten, wie die anſtoßenden Dreieds- 
ſeiten, ſo halbiert ſeine Verbindungslinie mit der dritten 
Ecke den Außenwinkel an derſelben. 


— Der Bew. iſt ganz analog demjenigen zu L. III, nur daß die 
Gleichungen AX = AD, BX — BD durch die folgende Schlußreihe 
erhalten werden: 


1 
T — 2D — "MD BEN: AB © 
Adholie. 


Was den Lehrſ. II angeht, fo ſchneidet die Halbierungslinie des 
Außenwinkels bei E ſich in dem Falle nicht mit der Graden AB, 
wenn 40 = BC iſt; denn dann ſteht die Halbierungslinie des Dreiecks⸗ 
winkels bei O nicht nur auf ihr, ſondern auch auf AB ſenkrecht, wie 
von früher her bekannt iſt. 

Die Nothwendigkeit der Ausnahme geht aber auch aus L. II ſelbſt 
hervor, weil 

DA _ DA 45 AB 
DR DB DB 
nothwendig von 1 verſchieden ift. 


Nn 
QZefinition. 


Unter einem Büſchel verſteht man eine Schaar von ſol— 
chen Graden, welche ſämmtlich durch einen Punkt hindurch— 
gehen; der letztere heißt der Scheitel des Büſchels. 


Lehrſatz J. 

Die einander entſprechenden Abſchnitte, welche auf 
zwei Parallelen durch ein Büſchel gebildet werden, geben 
gleiche Quotienten; und zwar iſt der Werth der letzteren 
gleich dem Quotienten der Abſtände der Parallelen vom 
Scheitel des Büſchels. 

2 * 
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Vrſ. P iſt der Scheitel 
eines Büſchels, von welchem zwei 
parallele Graden geſchnitten wer⸗ 
den, die eine in den Punkten: 
4A, B, C, D, &, die andere in 
den entſprechenden Punkten: A’, 
B, O', D', 8“. Der Strahl 
PSS' ſteht auf den Parallelen 
ſenkrecht. 


AB ee e 
F 

Bew. Es iſt: N PAB O PAB“; 25% 

AB PA 

daher: as 

Ferner iſt: S 2 

74 PS 

daher: A — PSY 
Mithin ift: A Fr 

Da die Strecken AB und A’B’ zwiſchen zwei beliebig gewählten 
Graden des Büſchels liegen, ſo gilt der Satz für je zwei entſprechende 
Abſchnitte der Parallelen, alſo auch in der Form: 
PS CD 


PS" TOR’ 


Beh. Es ift: 


u. ſ. w. 
Anm. Liegt der Punkt P zwiſchen den Parallelen AD und A, Di. 
ſo ändert ſich in Behauptung und Beweis weiter Nichts, als daß man 
für die obige Figur die Accente an den Buchſtaben durch untere Indices 
zu erſetzen hat. 


Kehrſatz II.“ 

Werden zwei parallele Strecken (einzeln, oder beide) 
in denjenigen Graden verſchoben, in denen ſie liegen, ſo 
beſchreibt der Schnittpunkt der graden Verbindungslinien 
ihrer Endpunkte, falls er ſich ebenfalls bewegt, eine Par⸗ 
allele zu den gegebenen Parallelen. 

Bew. Sind AB und 45 die gegebenen parallelen Strecken, fo 
iſt, wenn man die Zahl 


bezeichnet, nach L. I: 
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PS _SS'+Ps’ Ss 


u Te er: 
Bi 
n—i 


Mithin ift der Abſtand PS” des Punktes P von der Graden A’ 
völlig beſtimmt durch den Werth des Quotienten u und durch den Ab⸗ 
ſtand SS’ der Parallelen AB und 45 von einander, ohne daß der 
Ort der Punkte A, B, 4“, B’ weiter in Frage käme. 

Ebenſo verhält es ſich, wenn AB und A,B, die gegebenen paral⸗ 
lelen Strecken ſind; nur daß dann 


nnen 
r e P 5 
881 
PS, f 


ift. 


Lehrſagh III. 

Werden zwei Parallelen von einer Schaar von Graden 
fo geſchnitten, daß je zwei!) einander entſprechende Ab- 
ſchnitte der Parallelen gleiche Quotienten geben, ſo bilden 
die Graden der Schaar ſtets ein Büſchel oder eine Folge 
von Parallelen; das Letztere jedoch nur dann, wenn die 
fraglichen Abſchnitte die Eins zum Quotienten haben und 
auf den beiden Parallelen in einerlei Richtung liegen. 

Bew. Die letzte Behauptung iſt ohne Weiteres klar; die erſte wird 
dadurch erhärtet, daß man vom Schnittpunkte zweier Strahlen eine Grade 
durch den nächſten Theilpunkt auf einer der gegebenen Parallelen zieht 
und die Identität ſeines Schnittpunktes auf der zweiten Parallelen mit 
dem gegebenen Theilpunkte derſelben nachweiſt — ähnlich, wie in $. 153. 


Lehrſatz IV. 
Schneidet ein Büſchel auf zwei graden Linien zwei eut⸗ 


ſprechende Paare proportionaler Abſchnitte ab, fo ſind die 
beiden Graden parallel. 


1) Wollte man in der Vorausſetzung die Anforderung fallen laſſen, daß je zwei 
entſprechende Abſchnitte denſelben Quotienten geben, ſo würde ſich nur behaupten 
laſſen, daß die Schnittpunkte derjenigen Graden der Schaar, welche auf den Paral⸗ 


lelen proportionale und gleichgerichtete Theile abſchneiden, gleiche Abſtände von jenen 
haben. 
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Vrſ. Von einem Büſchel, welches 
ſeinen Scheitel in P hat, wird eine Grade 
in den Punkten A, B, C, D und eine 
zweite Grade in den entſprechenden Punkten 
A, B', C', Y fo geſchnitten, daß 

AB CD 


1 cD 

iſt. 

Beh. Es iſt AD+ AD, 

Bew. Giebt man zu, die Behaup⸗ 
tung ſei falſch, ſo kann man jedenfalls 
durch 4 oder durch D eine Parallele zu 
AD” ziehen, deren Schnittpunkte mit den 
mittleren Strahlen weiter von P entfernt liegen, als 5 und C. Es ſei 
der Name desjenigen unter den beiden fraglichen Punkten, bei dem 
dies geſchieht. Dann ſchneidet ſich die Parallele zu 4D, mit PB, PC, 
PD in Punkten X, F, Z fo, daß 


4.5. C. 
AX — =, „ L. I 
iſt. Multiplicirt man dieſe Gleichung mit der gegebenen, fo erhält man: 
eee 
F 
dies iſt, nachdem man das t YODU conſtruirt hat: 
U 
N 


Da dann ferner L BAX = UA, als Gegenwinkel bei den 
Parallelen AD und Y, iſt, fo folgt: 

NM BAXNNDUDYZ, .... Ses 
{AXB=/ FAU, XB + ZU. 

Das Letztere ift aber nicht möglich, weil der Punkt U im Winfel- 
felde XZ liegt, fo daß ſich die Graden ZU und XB jedenfalls 
zwiſchen X und P ſchneiden. 

Mithin muß AD die durch A hindurchgehende Parallele zu 4 0 
ſein; was zu beweiſen war. 


F. 154. 
Aufgaben. 


I. Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen 
Graden eine Parallele zu ziehen. 
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Anal. Es ſei AB die gegebene 
Grade, P der gegebene Punkt, PX 
die verlangte Parallele zu AB. Zieht 
man nun von P aus eine beliebig 
lange Grade PZ, welche ſich mit AB 
in Y ſchneide, und die Grade ZX, 
welche ſich mit AB in J ſchneide, 
ſo iſt 

ZY ZV 2 

D VD N 8. 151, 
und umgekehrt geht PX f AB hervor, wenn dieſe Gleichung erfüllt 
wird (§. 152). 


Anm. Die in F. 99, IV gegebene Analyſis behandelt einen be⸗ 
ſondern Fall der hier angezeigten Conſtructionsmethode, und zwar den⸗ 
jenigen, welchen man ſeiner großen Bequemlichkeit wegen meiſtens 
wählen wird. 


II. Eine gegebene Strecke ſo einzutheilen, daß ihre 
Theile ſich verhalten, wie beliebig gegebene Strecken. 


Anal. I. Die Sätze F. 151 
und $. 152 über eine Schaar von 
Parallelen geben eine Löſung an die 
Hand. 

Es ſeien nehmlich 40, ., 
GH, HB die verlangten Theile der 
gegebenen Strecke AB, und auf einer 
zweiten von 4 ausgehenden Graden 
ſeien AM, ..., RS, ST den ge- 
gebenen Strecken gleich, jo daß 

AG GH B 


AM ne m ERS sT 
iſt. Daun hat man nach $. 152: 
CM AA.. . ＋ GR HS BT. 

Und umgekehrt: nachdem die gegebenen Strecken, welchen die Theile 
von AB proportional fein ſollen, auf einer beliebigen durch A gezogenen 
Graden in der Folge AM, ..., RS, ST abgetragen fine, wird AB 
nach 8. 151 durch diejenigen Parallelen zu BT, welche durch M..., 
R, & gehen, proportional mit jenen getheilt. 
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Anal. II. Es ſeien AC, 

„ GH. HB die verlangten 
Theile der gegebenen Strecke AB, 
und auf einer parallelen Graden 
ſeien 40% ..., @H, HB 
diejenigen gegebenen Strecken, 
welchen jene proportional ſind, 
alſo: 
40 GH HB 


2 u 1 ae PT 

Dann ſchneiden fih die Graden AA’, CC’, . . ., @@, HH', 
B' nach F. 153, L. III in demſelben Punkte P, falls fie nicht ſämmt⸗ 
lich einander parallel ausfallen. Da das Letztere aber nur eintreten kann, 
wenn zufällig AB = A' iſt, und auch in dieſem Falle dadurch ver⸗ 
mieden wird, daß man die Strecken auf A’B’ in der umgekehrten Folge 
aufträgt, als in welcher die analogen 


ß 4 heile anf AB liegen Tollen, jo Kant 
Be N 8 ſich ſtets ein Büſchel ſchaffen, welches 
N e, die Aufgabe löſt. — Am zweckmäßig⸗ 


ſten wird man daher den Scheitel 
deſſelben zwiſchen die Parallelen AB 
und 4 5 legen, wie es die hierneben 
ſtehende Figur zeigt 

III. Eine gegebene Strecke in eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile zu theilen. 

IV. Eine gegebene Strecke ſo zu theilen, daß ihre 
Theile ſich verhalten, wie gegebene Zahlen. 


Acholie. 

Um ſich beim Zeichnen die Eintheilung von Strecken in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile möglichſt bequem zu machen, verfährt man mit 
Nutzen in der Weiſe, daß man ſich von vornherein einen ſogenannten 
„verjüngten Maßſtab“ conſtruirt, d. i. eine Figur, welche in ihrer 
einfachſten Geſtalt aus einer Parallelenſchaar und einem dieſelbe ſchnei⸗ 
denden Büſchel beſteht. Hat man dafür geſorgt, daß auf der einen Pa⸗ 
rallelen lauter gleiche Abſchnitte liegen, fo gilt dies nach §. 153, L. J auch 
von jeder andern; und haben die Parallelen außerdem gleiche Entfernungen 
von einander, ſo ſind nach §. 151 auch die Theile der einzelnen Strahlen 
des Büſchels gleich. 
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$. 155. 
Definition. 
Iſt =, la 2 b., 47 ab), fo heißt z die mittlere 
Proportionale zwiſchen a und 5. 
Lehrſatz I. 
Jede Kathete eines beliebigen rechtwinkligen Dreiecks 
iſt die mittlere Proportionale zwiſchen ihrer Projection 


auf der Hypotenuſe und der Hypotenuſe.!)“ 
Vrſ. In dem bei C rechtwink⸗ 


ligen A ABC iſt OD L AB gefällt. r 
Beh. Es iſt: 
eee ACHAB: 
Bew. Es iſt: 
SaSe ee, 4A 5 2 


weil A = Z AC = 
und / 40D = ABC als Complemente des / A). Hieraus folgt 
die behauptete Proportion. 


Anfak. (Der Nuthagoreiſche Satz in arithmetiſcher Form.) 
Die Summe der Kathetenquadrate eines jeden recht— 
winkligen Dreiecks iſt dem Hypotenuſenquadrat gleich. 
Bew. Wie ſo eben bewieſen, iſt: 
402 AB. AD, 
BC?—= AB: BD; 
mithin: 
AC?+ BO = AB AD BD) = AB AB = AB: 


Lehrſatz II. 

Die auf der Hypotenuſe ſtehende Höhe eines jeden recht— 
winkligen Dreiecks iſt die mittlere Proportionale zwiſchen 
den Abſchnitten der Hypotenufe. 3) 

Vrſ., wie zu Lehrſ. I. 

Beh. Es iſt AD: OD = OD B. 

Bew. Dies iſt richtig, weil 

G ADC NOD B... 2. 

1) Vergl. $. 136. 

2) Vergl. $. 146, D. I. 

3) Vergl. $. 137. 
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$. 156. 
Der „erweiterte Rythagoreiſche ehrſatz“. 

In jedem beliebigen Dreieck wird das Quadrat einer 
Seite erhalten, wenn man die Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten um das doppelte Product aus einer 
von ihnen und ihrer Projection auf der zweiten vermehrt 
oder vermindert, je nachdem ſie einen ſtumpfen oder einen 
ſpitzen Winkel einſchließen. 

Vrſ. zu J. Das A ABC iſt 
bei C ſtumpfwinklig. CD ift die Pro⸗ 
jection von CA auf OB. Die Maß⸗ 
zahlen der Strecken BC, CA, AB, 
CD, AD werden beziehungsweiſe durch 
a, ö, c, æ, h bezeichnet. 
7 2 Beh. zu J. Es iſt: 
c = a2 + 52 ＋ 2ar. 
Bew. zu I. Im rechtwinkligen A ADB iſt nach $. 155 II: 
02 4 ＋ 2) 2 - h?, 
2—=a ＋ 2% + 22 + N. 
Setzt man in dieſer Gleichung aus dem rechtwinkligen A ADO: 
22 E h2?—=B2, 
ſo folgt die Gleichung: e = a? + 2ar + 62. 

Vrſ. zu II. Das A ABO iſt 
bei C ſpitzwinklig. Alles Übrige bleibe, 
wie in der Vrſ. zu J. 

Beh. zu II. Es iſt: 

c?—= a? + 52 — 2ar. 

Bew. zu II. Durch Anwendung 
a derſelben Sätze, wie in dem Beweiſe 

zu I, folgt: 

C2 = (a— x)? ＋ Rh? 

— a? — 2a + 22 - RR, 
2 - = 02, 

ec? = a? — 2 + 52. 

Hierbei iſt zu beachten, daß in dem Falle, in welchem D auf der 
Richtung CB über B hinaus fällt, zwar 2 = (* — a)? ＋ h? wird, 
daß dies aber für das Endreſultat keinen Unterſchied ausmacht, weil 

( — 2 = a = 


iſt. 
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$. 157. 
RAeftinition. 
Diejenige Grade, welche von einer Dreiedsede zur 
Mitte der Gegenſeite führt, heißt die Mittellinie dieſer Seite. 


Lehrſaßtz. 


Die Summe der Quadrate zweier Dreiecksſeiten iſt 
doppelt ſo groß als die Summe der Quadrate der halben 
dritten Seite und ihrer Mittellinie. 

Vrſ. Im 430 ift CM die Mittel⸗ 
linie der Seite AB. Es werde bezeichnet e 
BC=., G , A e, CM=m. / 

Beh. Es iſt 

4 ＋ 32 2 f n + (7)) 

Bew. Steht CM nicht ſenkrecht auf 
AB, fo fi MD = & die Projection der 4 * 7 
Mittellinie MC auf AB. Da dann das D 
eine unter den Dreiecken CMA und Cn 
bei M einen ſtumpfen, das andere aber bei M einen ſpitzen Winkel hat, 
jo ergiebt ſich, indem wir das AAMC als ſtumpfwinklig annehmen, 
nach $. 156: 


5 = (4) ＋ 2 


4 1 () — 2.22. 
Hieraus geht durch Addition der Gleichungen hervor, was behauptet 
wurde. 


Zuſäütze. 

I. Iſt um den Mittelpunkt einer Strecke mit beliebigem 
Radius ein Kreis gezogen, fo hat die Summe der Quadrate 
der Abſtände eines jeden ſeiner Punkte von den Endpunkten 
der Strecke denſelben Werth. 

— Denn nach dem Obigen hängt (a? + 57 nicht von der Richtung 
der Strecke m ab, ſondern bloß von der Größe der Strecken m und o. 


II. In jedem Parallelogramm iſt die Summe der Qua⸗ 
drate der Seiten gleich der Summe der Quadrate der 
Diagonalen. 
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$. 158. 
Lehrſah I. (er Ptolemäifcye'; Lehrefak.) 

Im unüberſchlagenen Kreisſehnenviereck iſt das Pro⸗ 
duet der Diagonalen gleich der Summe der Producte je 
zweier Gegenſeiten. 

Vrſ. Es iſt ein unüberſchla⸗ 
genes Kreisſehnenviereck 480 mit 
feinen Diagonalen 40 und BD ge 
geben. Wir nennen DA=a, AB=b, 
BO = c, CD=d, AC=e, BD=f. 

Beh. Es iſt: 

e-f=a.c-+Hbr.d. 

Bew. Wir tragen in dem Vier⸗ 
ecksfelde bei einer Ecke A an eine Seite 
AB einen Winkel BAE an, welcher 
dem von der andern Seite und der 
Diagonale gebildeten 2 DAC gleich 
iſt. E ſei ein Punkt von BD; und es werde BZE=zr, DE=y 
genannt. 

Nun hat man: 

en 20), 
weil nicht nur Z BAE = CA nach der Conſtr., ſondern auch 
Z ABE= ACD als Peripheriewinkel auf AD; mithin: 


b 
——er=bd. 
e 


Ferner hat man: 
ANDAEW NCAB... (%), 
weil 1) / DAE—= / CAB als Differenzen des — DAB mit den 
gleichen Winkeln 54 E und CAD, und 2 / ADE= / ACB als 
Peripheriewinkel auf AB iſt; mithin: 


% “a 
I — , ey =.ac. 


c e 
Summirt man aber die beiden Gleichungen 
er —ıba, 
ey de, 
ſo folgt: el +y) = ac + bad, 
ef =.ac + bd. 


1) Ptolemäus lebte zu Alexandrien in der erſten Hälfte des zweiten Jahrhunderts 
n. Chr. 
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Zu ſaßz. 
Iſt das Kreisſehnenviereck ein Rechteck, ſo folgt: 
Fi a ＋ 52, 
d. i. der Pythagoreiſche Satz vom rechtwinkligen Dreieck. 


Lehr ſatz II. 


Iſt in einem Viereck das Product der Diagonalen gleich 
der Summe der Producte der Gegenſeitenpaare, ſo läßt 
ſich um daſſelbe ein Kreis beſchreiben. 

Vrſ. Beim Viereck 480 D, in 
welchem DA=a, AB=b, BCS c, B 
CD=d, AC=e, BD = geſetzt 
iſt, beſteht die Gleichung: 

ef = ac + bd. 

Beh. Um das Viereck läßt ſich 
ein Kreis beſchreiben. 

Bew. Im Felde des Vierecks 408 


conſtruire man ein A ABE fo, daß N 
YOBAE =: ACAD, 0 / 


e 
ZABE—= AC 
iſt. Dann ift: D 
DIBAERAÄCAD... 2%, 


mithin u. A., wenn man AE— bezeichnet: 
5 


e 4 
Aus dieſer Proportion in Verbindung mit 
. DaE = DAB - BAE DAB - CAD = CAB 
folgt aber weiter: 
G DAE N CAB... (sw), 
wenn man noch die Grade DE gezogen hat. Bezeichnet man dieſe mit 
7, ſo ergiebt ſich aber ferner 


aus A BAEm ACAD die Gleichung: > = . 
22 
„ ADAE YO OMG. * 222 
5 
en = bd, 
e ac, 


e = ac A bad. 
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Vergleicht man dies mit der gegebenen Gl.: 
ef = ac + bd, 
fo folgt: 
a A 

was nur möglich ift, wenn E in BD liegt. 

Da dann aber 

/ ABD= /['ABE = / ACD 

ift, ſo geht der um das AABD beſchriebene Kreis auch durch den 
Punkt C ($. 114, Z. II). 


F. 159. 
Lehrſah. 

Im unüberſchlagenen Sehnenviereck iſt der Quotient 
der Diagonalen gleich dem Quotienten aus den Summen 
der Producte derjenigen Seitenpaare, welche von den End— 
punkten der fraglichen Diagonalen ausgehen. 

Bri. Es iſt ein unüberſchlagenes 
Sehnenviereck 4500 gegeben, in wel⸗ 
chem VA == a, AB=b, BO c, 
O = d AG Se, , be⸗ 
zeichnet iſt. 

— * 4 · 6 0 

Beh. Es it: ＋ er 

Bew. Beſtimmt man auf dem 
Bogen ABC einen Punkt 5“ fo, daß 
ee ee ee eee e 
wird, ſo iſt: 

Sehne 45 = O = e, C = ABU. G. 106, L.) 

Bezeichnet man ferner die Grade 5 , fo iſt im Viereck 4500: 

ez=a.b+e-.d... (F. 158, L. I). 

Conſtruirt man ferner in analoger Weiſe ein Sehnenviereck 8004. 

ſo, daß 


Sehne DA! = AB, BA = DA d 
iſt, fo geht, weil Bogen CDA = D geworden iſt, hervor: 
Sehne Ca n = 
und es folgt aus dem Viereck 4.50: 
F.z dd. . . 158, L. I. 
Aus den beiden erhaltenen Gleichungen ergiebt ſich aber durch Divi⸗ 
ſion das, was behauptet iſt. 
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$. 160. 
Lehrlab. 

Auf allen Graden eines Büſchels ift das Product der 
Entfernungen!) feines Scheitels von den beiden Durch— 
ſchnittspunkten mit einem Kreiſe gleich groß. 

Liegt der Scheitel des Büſchels auf dem Kreiſe, ſo iſt auf jedem 
Strahl des Büſchels mindeſtens die eine Entfernung des Scheitels vom 
Kreiſe = 0; mithin find in dieſem Falle die fraglichen Producte ſämmt⸗ 
lich gleich, weil fie ſämmtlich — 0 ſind. 

Liegt aber der Scheitel des Büſchels im Kreisfelde oder außerhalb 
deſſelben, ſo laſſen ſich dieſe Fälle unterſcheiden, wie folgt: 


I. Schueiden ſich im Kreisfelde zwei Sehnen, fo tft das 
Product der Theile auf der einen ſo groß, wie auf der 
andern. 


Vrſ. Zwei Sehnen AA, und 
BB, ſchneiden ſich innerhalb des Kreis— 
feldes in F. 

Beh. Es iſt: 

SA-SA SB. SBI. 

Bew. Man ziehe die Sehnen 

AB und A1 BI. Dann iſt: 
ASB vw AASB,,... (ei 
weil B Ai als Peripheriewinkel auf dem Bogen AB, , 

und 22 = a B, " ” ” „ [2 BA, iſt. 

Mithin iſt: 

SA: SBI SB: SA. . . . 149, 
S n 


U. Gehen von einem Punkte außerhalb eines Kreis- 
feldes aus zwei Secanten an den Kreis, fo iſt das Product 
aus der ganzen Secante und ihrem äußeren Abſchnitt auf 
der einen ſo groß, wie auf der andern. 


1) Vergl. §. 146, D. I. — Man kann bierfür auch jagen: das Feld des Recht⸗ 
ecks aus den Entfernungen u. ſ. w. 
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Br. Au einen Kreis gehen 
vom Punkte S außerhalb des Kreis- 
feldes aus zwei Secanten SAA, 
und SBBI. 

Beh. Es iſt: 

SA-SA SB. SBI. 

Bew. Man ziehe die Sehnen 
AB und A1 BI. Dann iſt: 
ASR N ASB. (20% 
weil SBA SA BI, als Supplemente von / ABB, F. 113, Z. II, 
und /SAB=/SBA, „ 4 „ L n 113,310), 

Mithin iſt: 

SA: SBI A SB: AI. . . 149, 
SA-SA = SB SBI. 


III. Gehen von einem Punkte aus an einen Kreis eine 
Tangente und eine Secante, ſo iſt die Tangente die mittlere 
Proportionale zwiſchen der ganzen Secante und ihrem 
äußeren Abſchnitt. 

Vrſ. An einen Kreis gehen 
von S aus eine Secante SAA, 
und eine Tangente SB. 

Beh. Es iſt: 

SA:SB—= SB: SA, 
SA. SA = SB. 


Bew. Der Beweis ift unter 
Nr. II ſchon mitgeführt, weil die 
Tangente SB nichts Anderes iſt, 
als eine Secante, welche ihrem 
äußeren Abſchnitte gleichkommt. — Die Punkte B und B ſind zuſammen⸗ 
gefallen. 
Will man aber hierauf nicht zurückgehen, ſo ziehe man die Sehnen 
AB und A,B. Dann iſt: 
S ASB NN ASB. 220 
weil /SBA=/S4AB... . 113, Z. II), /ASB= / BSA, iſt. 
Da dann auch /SAB= SBA hervorgeht, fo iſt: 
SA: S = SB: SA . . 149. 
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Zuſaßz. 

Wird eine Kreisſehne von einer anderen halbiert, ſo 

ift die Hälfte der erſteren die mittlere Proportionale zwi— 
ſchen den Abſchnitten der letzteren. 


Mefinition. 


Das Product der Entfernungen eines Punktes von den 
beiden Schnittpunkten einer durch ihn gelegten Graden mit 
einem Kreiſe heißt die Potenz!) jenes Punktes für dieſen 
Kreis, oder auch des Kreiſes für den Punkt. 


$. 161. 
Lehr ſatz. 

Haben auf zwei ſich ſchneidenden Graden je zwei Punkte 
eine ſolche Lage, daß das Product ihrer Abſtände vom 
Schnittpunkt auf der einen Graden ſo groß iſt, wie auf der 
andern, und daß der Schnittpunkt auf beiden Graden ent— 
weder die Punktpaare trennt, oder dies auf beiden nicht 
thut; ſo läßt ſich durch die fraglichen vier Punkte ein Kreis 
legen. 

— Denn legt man, wenn SA. SA = SB: SB, gegeben iſt 2), 
durch A, B und A, einen Kreis, fo ſchneidet dieſer die Grade SB 
noch in einem Punkte X, für welchen nach §. 160 die Gleichung 
SA. SA. = SB S gilt. Daraus folgt: SX = SB,, fo daß B. 
und X die Namen eines einzigen Punktes ſind, wenn, wie voraus⸗ 
geſetzt wird, SB, die zu fordernde Richtung hat. 


Acholie. 

Hat man auf mehr als zwei Graden eines Büſchels je zwei Punkte, 
welche die in obigem Lehrſatz verlangten Bedingungen erfüllen, ſo kann 
man nicht behaupten, daß ein einziger Kreis durch die ſämmtlichen Punkte 
hindurchgehe. Der Lehrſatz des §. 160 iſt alſo nur in beſchränkter Weiſe 
umkehrbar. 


1) Dieſer Name iſt im Jahre 1826 von Steiner, einem bedeutenden Mathe⸗ 
matiker Berlins, eingeführt. Die Unabhängigkeit der Potenz von der Lage der 
ſchneidenden Graden war ſchon den Alten bekannt. 

2) Vergl. die Figuren zu $. 160. 

Worpitzky, Elemente der Mathematik. IV. 3 
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Man überzeugt ſich hiervon ſogleich, wenn man in irgend einer Figur 
des §. 160 von S aus eine Grade zieht, welche ſich mit der Sehne AB 
in einem Punkte X ſchueidet, und auf SX einen Punkt F der Bedingung 
SA. Ai = SX-SY gemäß beſtimmt denkt. Dann läßt ſich durch die 
Punkte A, X, B, Bi, F, A, kein Kreis legen, weil die drei Punkte 
A, X, B in einer Graden liegen ($. 102), — Übrigens darf man hieraus 
nicht ſchließen wollen, daß in dieſem Falle auch 57, F, A, in einer 
Graden liegen, da im Gegentheil die vier Punkte A, X, F, A, nach 
obigem Lehrſatz auf einem Kreiſe liegen, und ebenſo auch die vier Punkte 
BERN Bir 


F. 162. 
Aufgaben. 
I. Zu drei gegebenen Strecken die vierte Proportionale 
zu conſtruiren. — M. a. W.: Eine Strecke z zu finden, 


welche mit den drei gegebenen Strecken 4, “, % zuſammen 
die Gleichung 

* D e 
erfüllt. 

Anal. Sowohl in $. 151, als auch in §. 153, iſt die vierte unter 
den Strecken AB, BC, A'B', BC’ auf leichte Weiſe conſtruirbar, 
wenn dreien von ihnen beſtimmte Längen 4, db, © gegeben find. Ein 
Gleiches gilt von den in §. 160 betrachteten Strecken SA, SA, SB, SB, 

Es ergiebt ſich hieraus eine nicht unbeträchtliche Anzahl von ver: 
ſchiedenen Conſtructionsmethoden theils bloß mittelſt grader Linien, theils 
mittelſt zweier Graden und eines Kreiſes), welche ſo ſehr auf der Haud 
liegen, daß es eine überflüſſige Mühe wäre, ſie hier einzeln durchzuſprechen. 
Man beachte aber Folgendes: 

Hat man von dem Punkte S aus, in welchem zwei ſonſt 
beliebig gezogene Graden ſich ſchneiden, auf dieſen die 
Strecken SA = a, SB, SO r in der Weiſe abgeſchnitten, 
daß dieſelben nicht alle drei auf einer einzigen Graden 
liegen, ſo wird ſtets dann ein Kreis durch die drei Punkte 
A, B, Cerforderlich, wenn B und C auf derſelben Graden 
liegen, im umgekehrten Falle aber ſtets zwei Parallelen. 
(Vergl. die Figuren zu §. 151, §. 153, $. 160.) 

Übrigens kann man ſich die unbequeme Conſtruction eines Kreiſes 
durch drei gegebene Punkte erſparen, wenn man zunächſt einen Kreis mit 
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hiureichend großem Radius zieht und dann die Graden als Sehnen- oder 
Secantentheile hinzufügt. 


II. Zu zwei gegebenen Strecken die mittlere Propor⸗— 
tionale zu conſtruiren. — M. a. W.: Eine Strecke = zu con: 
ſtruiren, welche mit den beiden Strecken « und 5 zuſammen 
die Gleichung 

o 
erfüllt. 


Anal. Die Conſtruction wird ermöglicht: 

1 durch §. 155, L. I, wo man = als Kathete 40 eines recht⸗ 
winkligen 4 erhält, in welchem die größere der Strecken 
a und 5 als Hypotenuſe AB, die kleinere aber als Projection 
AD von æ genommen iſt; 

2) durch §. 155, L. II, wo man 4 als Höhe AD eines recht⸗ 
winkligen A ACB erhält, in welchem DA und DB den 
Strecken a und 5 gleich gemacht find; 

3) durch $. 160, III, wo die Tangente SB — x ift, wenn SA 
und SA, den Strecken a und 0 gleich gemacht find; 

4) durch $. 160, Z., mo gleich der Hälfte der halbierten Sehne 
iſt, wenn die Theile der andern Sehne den Strecken @ und 7 
gleich ſind. 

— 1) und 2) laſſen ſich als beſondere Fülle von 3) und 4) auf- 

faſſen. 
III. Zwei Strecken zu zeichnen, welche ſich verhalten, 
wie die Felder zweier gegebenen Quadrate. 
Anal. In $. 155 iſt nach Lehrſ. I bei der dortigen Figur 
CA: CB?= DA: Dh. 


IV. Zwei Strecken zu zeichnen, deren Quadrate ſich ver— 
halten, wie zwei gegebene Strecken. 
— Anal., wie zu III. 


V. Der „goldene Schnitt“. 


Eine gegebene Strecke ſo in zwei Theile zu theilen, 
daß der eine Theil die mittlere Proportionale zwiſchen 
dem andern Theil und der ganzen Strecke iſt. 


Sin 
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Conſtr. Soll die Strecke 
AB nach dem goldenen Schnitt 
getheilt werden, ſo errichte man 
auf ihr in dem einen Endpunkte 
eine Senkrechte 40 = AB, 
ſchlage um C mit dem Radius CA 
einen Kreis, ziehe die Grade BC, 
welche ſich mit dem letzteren zwi⸗ 
ſchen 5 und Cin D ſchneide, und 
ſchlage um B mit dem Radius 

Fi BD einen zweiten Kreis, welcher 
ſich mit AB in E ſchneide. 

Beh. Es iſt: AE: BE = BE:. BA. 

Bew. Benennt man durch 7 den zweiten Schnittpunkt der Graden 
BC mit dem Kreiſe, fo iſt nach §. 160, III: 


BF BA 
r r 
Subtrahirt man 1 von beiden Seiten dieſer Gleichung, fo ergiebt ſich: 
BF-BA _ BA—BD 
INEZAm dh 5 BD 5°’ 
d. i., weil BA— DF iſt: 

BE 4E 
e 


eine Proportion, welche mit der Behauptung übereinſtimmt. 

Anm. Um die Conſtruction bequem zu machen, iſt der Kreis 
fo conſtruirt, daß fein Durchmeſſer YF = AB iſt, obgleich es nur 
darauf ankommt, daß der Kreis die Grade AB in A berührt und auf 
der von B ausgehenden Secante das Sehnenſtück = AB hat. 

Derjenige Theil B Eper Strecke AB, welcher die mittlere 
Proportionale zwiſchen AB und ihrem zweiten Theile 4E 
iſt, iſt der größere. 

Bezeichnet man AB = u, BE = , fo ift 

42 = α - 4), 
42 ar d = , 


er. 
F. 163. 
Lehrſaßh. 


Iſt die Baſis eines gleichſchenkligen Dreiecks gleich dem 
größeren Theile der nach dem goldenen Schnitt getheilten 


f 
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gleichen Schenkel, fo iſt der Winkel an der Spitze dem 
fünften Theil eines Geſtreckten gleich. 

Vrſ. In dem über AB gleichſchenkligen 
ABO iſt auf CA die Strecke CD = AB und Ä 
oe . 

Beh. Es iſt: 4053 = 6. 

Bew. Es iſt: 


NCABW BAD, . (swsn), D 
weil außerdem, daß fie im / A übereinftimmen, 
nach der Vrſ.: 
40: AB = AB: AU 4 B 


ift. Hieraus folgt: 
BA=BD=CD, / ABD = AC 
und, wenn / C=y bezeichnet wird: 
AB = ABD OBD. . CAB = CBA = 2, 
, ACB TJ CBA＋ L CAB 57 = 
16. 
Aufgaben. 

I. In einen gegebenen Kreis ein reguläres Zehneck ein: 
zuzeichnen. 

Anal. Da der Centriwinkel über jeder Seite des regulären Zehn- 
eds - G iſt, fo iſt die Seite gleich dem größeren Abſchnitt des nach 
dem goldenen Schnitt getheilten Radius: 

1 
K = N 022 

II. In einen gegebenen Kreis ein reguläres Fünfeck ein⸗ 
zuzeichnen. 

III. In einen gegebenen Kreis ein W Fünfzehneck 
ein zuzeichnen. 

Anal. Iſt im Kreiſe um O die Sehne 
ABB OA, alſo gleich der Seite des ein⸗ 
geſchriebenen regulären Sechsecks, 40 gleich 
der Seite des eingeſchriebenen regulären 
Zehnecks, ſo iſt: 

. AOB GO, 400 = 
alſo: 
/BOoC=/40B—- /40C0=26G, 
weshalb die Sehne BC der Seite des ein: 
geſchriebenen regulären Fünfzehnecks gleichkommt. 
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Acholie. 

Weun man in der elementaren Geometrie kein Boftnlat zulaſſen will, 
welches auch andere Linien, als die Grade und den Kreis, ohne Weiteres 
(ohne Angabe der Conſtructionsmethode für conſtruirbar erklärt, ſo kaun 
man ein reguläres Eck nur unter gewiſſen Vorausſetzungen über die 
Zahl » conſtruiren. 

Iſt nehmlich 2 eine Primzahl, d. h. eine ſolche Zahl, welche ſich nicht 
in ganze Factoren zerfällen läßt, ſo gelingt die Conſtruction dann, wenn 
11) eine Potenz von 2 iſt, alſo wenn » = 3, 5, 17, 257, 65537, ... 
iſt. (Den Nachweis der Möglichkeit dieſer Conſtructionen verdauken wir 
Gauß!) welcher ihn im Jahre 1796 in feinen Disquisitiones arithmeticae 
geführt hat.) Ferner gelingt die Conſtruction, wenn 1 ein Product aus 
einer von dieſen Zahlen und einer Potenz von 2 iſt, z. B. wenn 
7 = 6, 10, 12, . . . iſt, da man jeden Kreisbogen zwiſchen den Ecken 
eines ſchon conſtruirten regulären Polygons durch wiederholte Halbierung 
von Centriwinkeln in 2, 4, 8, 16, . . . gleiche Theile theilen kann. Die 
ebenfalls conſtruirbaren regulären Vierecke und Fünfzehnecke ſtehen außer: 
halb der obigen Reihen. 


$. 164. 
Erweiterung des Ahnlichkeitsbegriffs. 


Lehrſaßz. 

Je zwei ähnliche Dreiecke laſſen ſich auf zweifache Weiſe 
in eine ſolche Lage bringen, daß ſie auf den einzelnen Gra— 
den eines Büſchels proportionale Stücke abſchneiden. 

— Legt man nehmlich zwei ähnliche Dreiecke ſo hin, wie in der 
Figur zu §. 153, L. I die Dreiecke PAC und PAO oder 74 und 
PA,C, liegen, fo iſt 40 + A oder ACH A,Cı; und es gilt 
nach §. 151 für den beliebig gezogenen Strahl PB des Büſchels die 
Proportion 

PB PA PB PA 


7 7 


Definitionen. 
1. Man nennt je zwei Figuren ähnlich, welche ſich in eine 
ſolche Lage zu einem Büſchel bringen laſſen, daß die auf 


1) Geb. d. 30. April 1777 zu Braunſchweig, geft. d. 23. Febr. 1855 zu Göttingen. 
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den einzelnen Graden des Büſchels liegenden Abſtände 
ſeines Scheitels von beiden Figuren gleich große Quotienten 
geben. — Der Werth dieſer gleichen Quotienten heißt der 
Ahnlichkeitsquotient oder das Ahnlichkeitsverhältnis beider Figuren. 

II. Liegen zwei ähnliche Figuren ſo, daß ſie auf den 
Graden eines Büſchels vom Scheitel deſſelben aus gemeſſene 
proportionale Stücke abſchneiden, ſo neunt man ihre Lage 
perſpectiviſch. 

III. Je zwei Punkte ähnlicher Figuren, welche nach Ein- 
nahme einer perſpectiviſchen Lage der letzteren das Ahulich— 
keitsverhältnis beſtimmen, heißen entſprechende Punkte. Ent⸗ 
ſprechende Linien, Strecken, Winkel u. ſ. w. heißen ſolche, welche 
von entſprechenden Punkten beſtimmt werden. 

IV. Der Scheitel eines Büſchels, für welches zwei ähn— 
liche Figuren perfpectivifche Lage haben, heißt ein Ahnlich— 
keitspunkt?) beider Figuren, und zwar ein äußerer, wenn in 
den einzelnen Strahlen die entſprechenden Punkte der 
Figuren auf einer und derſelben Seite, ein innerer, wenn 
ſie auf entgegengefegten Seiten des Ahnlichkeitspunktes 
liegen. 


Aufah. 
Ahnliche Figuren, deren Ahnlichkeitsquotient = 1 ift, 
ſind congruent. 


Acholie. 

Nach dieſer Definition bleibt der Begriff der Ahnlichkeit nicht bloß 
auf Dreiecke beſchränkt, ſondern er wird durch dieſelbe in der Weiſe aus— 
gedehut, daß man eine beliebige Anzahl von Figuren zeichnen kann, welche 
einer gegebenen Figur ähnlich ſind, wie die letztere auch beſchaffen ſein mag. 

Der Begriff der geometriſchen Ahnlichkeit entſpringt im letzten Grunde 
derjenigen Eigenthümlichkeit unſeres Geſichtsſinnes, daß wir beim Sehen 
mit einem Auge uns zwar der Richtungen genau bewußt werden, aus 
welchen die (gradlinigen) Lichtſtrahlen zu uns gelangen, nicht aber der 
Eutfernungen, welche ſie durchlaufen haben. Sind alſo die Lichtbüſchel, 


1) Von perspicere, wo hineinſehen. 
2) Dieſer Name, oder vielmehr centrum similitudinis, iſt zuerſt von Euler in 


...- 


einer Abhandlung vom Jahre 1777 gebraucht. 
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welche uns zwei verſchiedene Figuren ins Auge ſenden, congruent, fo 
empfangen wir denſelben Eindruck. Und dieſer Begriff wird auch im 
gemeinen Leben durch das Wort „Ahnlichkeit“ ausgedrückt. 


$. 165. 
Lehrſaßz. 

Jede mit einem Polygon ähnliche Figur iſt ein Polygon 
von gleicher Seitenzahl; die entſprechenden Winkel ähn— 
licher Polygone ſind gleich, und die entſprechenden Seiten⸗ 
paare geben gleiche Quotienten, welche mit dem Ahnlich— 
keitsquotienten übereinſtimmen. 

Vrſ. Für den Ahnlichkeitspunkt P ift die Figur (A’B’C'D’ . . ), 
beziehungsweiſe (A1 51 CM D. . .), dem Polygon (ABCD ...) ähnlich. 


Beh. Die Figur (4.85 C . .), beziehungsweiſe 41 1 M DI. . ). 
iſt ein Polygon von gleicher Seitenzahl mit (450 D. . .); und es iſt 
in dieſen Polygonen: 


. A= A = Ai. ( B , B N Bi. — 


48 1 Fur BE 
FED NN EB 
ABt _ Bill Ge — 
AB, i nr 
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Bew. Denkt man ſich um den Ahnlichkeitspunkt P eine Grade 
gedreht, fo geht aus §. 151, 3. hervor, daß jeder Seite des Polygons 
ABCD. . . in der ähnlichen Figur eine Grade entſpricht, welche mit 
jener parallel iſt. Mithin iſt die mit dem Polygon (480 Dh... ähn⸗ 
liche Fgur ein Polygon von gleicher Seitenzahl und von gleichen Winkeln. 

Die Übereinſtimmung der Quotienten entſprechender Seiten mit dem 
Ahnlickkeitsquotienten, welche außerdem behauptet wird, ergiebt ſich hierauf 
aus §. 153, L. I. 


Zu ſätze. 


J. Befinden ſich zwei ähnliche Polygone in perjper- 
tiviſger Lage, fo find die entſprechenden Seiten parallel, 
und zwar gleich gerichtet bei einem äußeren, entgegen- 
geſetzt gerichtet bei einem inneren Ahnlichkeitspunkt. 

II. Hat man zu einem Polygon mittelft zweier gleich- 
namigen!) Ahnlichkeitspunkte je ein ähnliches Polygon 
conftzuirt, fo ſind in den letzteren diejenigen Seiten pa- 
ralle. und gleichgerichtet, welche derſelben Seite des erſteren 
entſprechen; ſie ſchließen gleiche Winkel ein und geben 
gleicke Quotienten. — Sind beide Ahnlichkeitsquotienten 
gleich, ſo ſind die conſtruirten Polygone congruent. 

III. In ähnlichen Figuren ſind je zwei Strecken der einen 
und tie entfprehenden Strecken? der andern unter gleichen 
Winkeln gegen einander geneigt oder parallel und geben 
gleiche Quotienten von der Größe des Ahnlichkeitsquotienten. 

— Denn ſolche Strecken laſſen ſich ſtets anſehen als entſprechende 

Seten ähnlicher Polygone. 

IV. Zieht man durch zwei einander entſprechende Punkte 
ähnlicher Figuren je eine Grade, von denen die eine mit 
zwei Graden der einen Figur eben ſo große Winkel bildet, 
wie tie andere mit den entſprechenden Graden der andern 
Figu:, ſo entſprechen die neuen Graden einander eben⸗ 
falls) (gehen ebenfalls durch entſprechende Punkte, 


1) D. i.: mittelſt zweier äußeren oder mittelſt zweier inneren. 

2) Z. B. in ähnlichen Polygonen entſprechende Diagonalen, in krummlinigen 
Figurei entſprechende Sehnen, u. |. w. 

3) Z. B. in ähnlichen Dreiecken die Höhen, Mittellinien, Halbierungslinien der 
Winkel 
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V.“ Für je zwei endlich beſtimmte ähnliche Figuren von 
beſtimmter Lage giebt es höchſtens einen äußeren und höch⸗ 
ſtens einen inneren Ahnlichkeitspunkt— 

— Bei unveränderter Zuordnung der entſprechenden Punkte zu 
einander iſt jedenfalls nur ein Ahnlichkeitspunkt möglich, da je zwei 
grade Verbindungslinien entſprechender Punkte ſich nur in einem Punkte 
ſchneiden können. Es handelt ſich alſo darum, ob bei endlich beſtimmten 
Figuren zwei verſchiedene Folgen der Zuorduung ebenſo möglich ſind, 
wie z. B. bei zwei unbegrenzten Parallelen. Gäbe es aber zwei gleich⸗ 
namige Ahnlichkeitspunkte für zwei endlich beſtimmte Figuren, ſo würde, 
wie eine einfache Betrachtung zeigt, die grade Verbindungslinie je zweier 
Punkte, welche in der einen Figur einem einzigen Punkte der andern 
Figur entſprächen, keinen letzten Punkt mit der Figur gemein haben, 
was wegen ihrer endlichen Beſtimmtheit nöthig iſt. — Ein letzter End⸗ 
punkt für den einen Ahnlichkeitspunkt wäre es nehmlich nicht für den 
andern. 


Aufgabe. 
Ein Polygon zu conſtruiren, welches einem gegebenen 
Polygon nach einem gegebenen Verhältnis ähnlich iſt. 


$. 166. 
Lehrfak. 

Zwei Polygone fine ähnlich, wenn ihre Seiten der 
Reihe nach gleiche Winkel bilden und gleiche Quotienten 
geben (fo weit dieſe Seiten und Winkel als nothwendige Beſtimmungs⸗ 
ſtücke der Polygone betrachtet werden müffen.. Man kann es durch 
Ortsveränderung des einen Polygons, während das andere 
ſeine Lage behält, dahin bringen, ſowohl daß ein beliebig 
gewählter Punkt der Ebene der äußere, als auch daß er der 
innere Ahnlichkeitspunkt für beide Polygone wird. 

Vrſ. Es find zwei Polygone (480 D ...) und (42 B 
gegeben, in welchen 


. A=. Az. B AOL WIEN 3 80 


n 2 
AB BG CD en 
ift. Außerdem hat man irgendwo in der Ebene einen Punkt P. 
Beh. Es iſt (ABCD...) m Az hie D..); und inan kaun 


das letztgenannte Polygon in eine ſolche Lage bringen, ſowohl daß P der 


und 


W. Cin, org. pl 


— 


äußere, als auch daß P der innere Ahnlichkeitspunkt der beiden Polygone 


wird. b 
Bew. Zieht man durch die Punkte A, B, C, D. ... ein Büſchel, 


welches ſeinen Scheitel in P hat, und conſtruirt für dieſen als äußeren 


und als inneren Ahnlichkeitspunkt die mit (45 0. .) ähnlichen Poly. 
gone (4 C D' . ..) und A1 BI DI . . .) fo, daß 


iſt, fo folgt nach $. 165, L.: 
A= A = Ai, B= B = Bi, C= C = i. 
„ a 
45 e C 
eee 
H ee e 
Dies in Verbindung mit der Vorausſetzung giebt: 
/A=/A=/A, ZB=/B=/B, CLC Li. 
A2 DAB ABl, BC = BO =I Ci. GD,=C'D'=C, Di. si, 
mithin: 
(Az O Daz.) SANO.) (Ai BOD. : 
fo daß der Punkt P der äußere oder der innere Ahnlichkeitspunkt der ge⸗ 
gebenen Polygone wird, je nachdem man das Polygon (42B5ꝛCHο u 
in die Lage von 4 5 C' . . .) oder in die Lage von 41 51 M 
bringt. 
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Zu ſätze. 


I. Man kann je zwei ähnliche Figuren durch Orts ver⸗ 
änderung der einen von ihnen in eine ſolche Lage bringen, 
ſowohl daß ein beliebig gewählter Punkt der Ebene der 
äußere, als auch daß er der innere Ahnlichkeitspunkt beider 
Figuren wird. 

II. Iſt eine Figur mehreren ähnlich, ſo ſind dieſe unter 
ſich ähnlich. 

III. Sind zwei ähnliche Figuren zugleich congruent, ſo 
erhalten ſie nur dadurch einen äußeren Ahnlichkeitspunkt, 
daß ſie zur Deckung gebracht werden. — Dann iſt es aber 
gleichgültig, welchen Punkt der Ebene man zum Ahnlich— 
keitspunkt gewählt hat. 


$. 167. 
Lehrſatz. 


Haben zwei ähnliche Polygone eine ſolche Lage, daß 
zwei Nachbarſeiten der einen mit den entſprechenden Seiten 
der andern beziehungsweiſe parallel find, fo giebt es für 
ſie ſtets einen inneren Ahnlichkeitspunkt, falls die ent— 
ſprechenden Seiten entgegengeſetzte Richtung haben, einen 
äußeren Ahnlichkeitspunkt, falls dieſelben gleiche Richtung 
haben und nicht gleich ſind. Sind aber die entſprechenden 
Seiten gleichgerichtet und gleich, ſo bilden die Graden, 
welche je zwei entſprechende Punkte mit einander verbin- 
den, eine Schaar von Parallelen. 

Bew. Sind AB und A1 Bi zwei einander entſprechende und ent⸗ 
gegengeſetzt gerichtete Seiten ähnlicher Polygone, ſo ſchneiden ſich die 
Graden AA, und BB, in einem Punkte , welcher zwiſchen A und A, 
und ebenſo auch zwiſchen 3 und B, liegt. Conſtruirt man nun für 7 
als inneren Ahnlichkeitspunkt zum Polygon (4500 .. eiu ähnliches 
(Ai BIC Di . . .), fo wird dieſes mit dem zweiten der gegebenen ähn⸗ 
lichen Polygone congruent, weil es nach §. 166, Z. II mit ihm ähnlich 
iſt, und weil ihr Ahnlichkeitsquotient wegen des nach der Conſtr. über⸗ 
einſtimmenden Beſitzes der Seite A1 51 den Werth 1 hat §. 164, 3 
Da ſchließlich ſowohl 51 01, als auch die entſprechende Seite des zweiten 
gegebenen Polygons, der Vorausſetzung gemäß von 51 aus die entgegen⸗ 
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geſetzte Richtung zu BC hat!, jo decken dieſe Polygone ſich vollſtändig; 
— und P iſt der innere Ahnlichkeitspunkt der beiden gegebenen Polygone. 

Sind im andern Falle AB und A’B’ zwei einander entſprechende 
und gleich gerichtete Seiten ähnlicher Polygone, ſo ſchneiden ſich die Gra⸗ 
den AA und BB’ in einem Punkte P oder find parallel. 

Das Erſtere geſchieht, wenn die Seiten AB und A’B’ ungleich 
ſind; und P iſt der äußere Ahnlichkeitspunkt, wie man durch Schlüſſe, 
die den ſo eben vorgeführten ganz analog ſind, ſofort erkennt. 

Iſt endlich AB— AB, fo fallen die Graden AA’, BB’, C, 
DD', ... unter einander parallel aus, weil ſämmtliche entſprechende 
Seiten der gegebenen Polygone paarweiſe gleich und parallel find, fo daß 
die Vierecke 4335 A', BCC’B', DDC“, .. ſich als Parallelo⸗ 
gramme ausweiſen ($. 89, L. IN. 


1) Wäre die Seite, welche in dem zweiten gegebenen Polygon der Seite BC 
entſpricht, zu dieſer nicht ebenfalls entgegengeſetzt gerichtet (aljo im Allgemeinen auch 
nicht parallel), fo würde jenes ſich nicht mit (41 Bi MDI ...) decken, ſondern bie 
jenige Lage haben, in welche (4 Bi Di . .) gelangt, wenn man es um die Seite 
A1 Bi herumklappt. Dann wäre aber P auch nicht ein Ahnlichkeitspunkt der gege⸗ 
benen Polygone, da die Grade, welche 3 mit dem entſprechenden Punkte der andern 
Figur verbindet, nicht durch P hindurch ginge. — Vergl. hierzu $. 165, J. I. 


www.rcin.org.pl 


— - 


daß dieſelben auf entſprechenden Seiten entſprechender Linien liegen, d. i.: 
in beiden Figuren zur Rechten oder in beiden Figuren zur Linken zweier 
Punkte, von denen die entſprechenden Theile derſelben gleichzeitig beſchrieben 
werden. 

Im Gegenſatz hierzu werden die entſprechenden Flächentheile auf ent⸗ 
gegengeſetzte Seiten entſprechender Linien gelangen, wenn man die eine 
von beiden Figuren ſammt ihrem Büſchel um deſſen Scheitel im Raume 
herumdreht und dann umgekehrt in die Ebene legt. Dann haben auch 
die entſprechenden Strahlen der beiden Büſchel eine umgekehrte Folge er⸗ 
halten. 


NMefinitionen. 

I. Zwei ähnliche Figuren, in denen die entſprechenden 
Felder auf entſprechenden Seiten entſprechender Linien 
liegen, heißen ähnlich gelegen oder iſotrop!) ähnlich; antitrop?) 
ähnlich heißen ſolche, in denen die entſprechenden Felder auf 
entgegengeſetzten Seiten entſprechender Linien liegen. 

II. Unter einem ſchiefen Ahnlichkeitspunkt verſteht man den 
gemeinſamen Scheitel zweier congruenten Büſchel, deren 
entſprechende Strahlen nach entſprechenden Punkten ähn— 
licher Figuren führen. 

III. Der Ahnlichkeitspunkt heißt iſotrop oder antitrop, je 
nachdem es die ähnlichen Figuren ſind. — Von den Büſcheln 
gilt das Analoge. 


Juſatz. 

Der äußere ſowohl, als auch der innere Ahnlichkeits- 
punkt perſpectiviſch gelegener ähnlicher Figuren iſt ein 
iſotroper Ahnlichkeitspunkt. 

— Denu hier wird ſogar das eine Büſchel von dem andern oder 
von deſſen Verlängerung unmittelbar gedeckt. 


8 
Lehr ſaß. 
Je zwei ähnliche Figuren haben bei jeder Lage einen 


(ſchiefen) Ahnlichkeitspunkt, entweder einen iſotropen oder 
einen antitropen. 


1) Auch: ähnlich von einerlei Sinn. — Toos, gleich, und rpench, ich wende, drehe. 
2) Auch: ähnlich von entgegengeſetztem Sinn. — dvri, entgegen. 
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Bew. Wir müſſen zwei 
Fälle unterſcheiden: 

I. Es ſeien A und 5 zwei 
Punkte einer Figur, 41 und 51 
die beiden entſprechenden Punkte 
einer iſotrop ähnlichen Figur. 

Zieht man die Graden AB 
und 4151, fo ſchneiden ſich 
dieſe im Allgemeinen in einem 
Punkte &; und wenn man ferner 
die Kreiſe SAA, und SBB, 
zieht, ſo ſchneiden dieſe ſich im 
Allgemeinen noch in einem zweiten Punkte P. 

Dies iſt der geſuchte ſchiefe Ahnlichkeitspunkt. Denn erſtens ſind, 
wenn man noch die Graden PA, PB, PA, PB, gezogen hat, die 
Dreiecke PAB und PA Bi iſotrop ähnlich, weil / PAS / PAS 
und / PBS—= PBS iſt; und zweitens find die Büſchel, welche 
von P aus zu den Figuren ABC...) und (A4 B51 Ci .. .) gehören, 
iſotrop congruent, weil die entſprechenden Winkel bei P nach dem 
Seiten⸗Winkel⸗Seiten⸗Ahnlichkeitsſatz gleich werden, nehmlich / BPC 
= RO, u. ſ. w. 

Trifft es ſich aber im Beſondern, daß AB + A,B, iſt, fo liegen 
die ähnlichen Figuren nach §. 168, L. perſpectiviſch, ſo daß P der Durch⸗ 
ſchnittspunkt der Graden AA, und BB, iſt; d. h. in anderer Sprechweiſe: 
Rückt der Punkt S ins Unendliche, fo degeneriren die Kreiſe SAA, und 
SBB, in grade Linien AA, und BBI. Und iſt AA, == BB,, fo fällt 
P mit & zuſammen. 

II. Es ſeien A und 5 zwei Punkte einer Figur, A, und 51 die 
beiden entſprechenden Punkte einer antitrop ähnlichen Figur. 

Man ziehe die Graden AA, und BB,, theile dieſelben in A, und 
Bz ſo, daß 


1% A BB _ AB 
** A241 BB, AI BI 
iſt, ziehe die Grade 4252, fälle auf fie die Senkrechte AM und ver⸗ 
doppele dieſe über 1 hinaus bis N und ziehe endlich die Grade NAI. 
Dieſelbe ſchneidet ſich mit A,B, in einem Punkte P. 

Dann iſt P der verlangte Ahnlichkeitspunkt. 

Um dies zu beweiſen, ziehe man zunächſt die Grade 4 und mache 
die folgenden Schlüſſe: 


Worpitzky, Elemente der Mathematik. IV. 4 
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Es iſt: NAMPZANMP, ... (sws) 
/APA=/ APA, 
„ 9152, L, und (1). 


PA A AB 
Ferner mögen ſich die Graden AB und AB, in S, AB und AB, 
in R, AB, und A,B, in Ei ſchneiden. Die Parallelen durch & mit 
AA, und BB, treffen die Grade 42 52 in O und in Q. Dadurch wird 
nach dem Zwei⸗Winkel⸗Satz: AN RAAMmARSO, ARBBRN ARSQ, 
ARAAmVARSO, ARB H, AR SQ; und es entſtehen die 
Gleichungen: 
(2.) RA SO RS. 4A, 
(3.) RBS = AS BiB. 
4.) RA SO = HN. Asdı, 
(5.) Hi BI SG HS BB. 
Dividirt man das Product der Gleichungen (2.) und (5.) durch das⸗ 
jenige der Gleichungen (3.) und (4.), ſo ergiebt ſich: 
RA I — 4 424 BE em 1. 
N RB AA E r 


alſo: 

6% Nn __RB-RA 43 
7 A1 A1 RıBı N Bi — Rıdı 4B! , 
Dividirt man aber Gl. (2.) durch Gl. (4.), fo folgt: 
RA_RS ee ee AB . 
r ESIN Az EN 

Vergleicht man dies mit Gl. (6.;, fo folgt: 

7.) RS= RS, 


weshalb die Gegenwinkel dieſer Seiten im FRO gleich find. 


www.rcin.org.pl 


—B 


Mithin iſt 
8.) ZARP=/ARP; 
und weil ſchon von früher her / APR= / APR, bekannt iſt: 
I PRA N PH AI 270 
RP Ri MB 
IREE‘ — AREA e 
Das erſte und das letzte Verhältnis dieſer Gleichung im Verein mit 
(8.) geben: 


6). 


APRBNV APRB,,... (57% 
jo daß 
, PBA= / PB4, 
und 
( APB= / APB,, 
mithin auch 
[APB=/APB—-/APA=/APB —/APA = /A PB, 
iſt. 
Daher ergiebt ſich, daß in antitroper Lage 
AAPBN A. PB 
iſt. 
Endlich ergiebt ſich die antitrope Congruenz der Büſchel, welche von 
P aus nach entſprechenden Punkten A, B, C. .. und Au, Bi, G. 
der ähnlichen Figuren führen, in derſelben Weiſe, wie im Falle I. 
Trifft es ſich im Beſonderen, daß 45 = 41 Bi iſt, fo liegt der 
Ahnlichkeitspunkt P auf der Graden A,B, im Unendlichen ($. 168, D.), 
weil NA, 4252 wird wegen der Gleichung 
MI 47.4 
DN 2111 
Hierbei giebt es aber eine Ausnahme. Wenn nehmlich N mit A, 
zuſammenfällt, fo iſt von der Graden NA, nur dieſer eine Punkt beſtimmt, 
weshalb der P auf 4252 beliebig gewählt werden kann. 


== |. 


Zu ſatz. 


Liegen in einer Ebene zwei congruente Figuren anti- 
trop ſo, daß die gemeinſame Halbierungslinie der graden 
Verbindungslinien zweier entſprechenden Punktpaare auf 
einer von dieſen ſenkrecht ſteht, ſo iſt jeder Punkt der 
erſteren ein antitroper Ahnlichkeitspunkt der congruenten 
Figuren. 

4 * 
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Aufgabe. 

Die gemeinſame Spitze zweier ähnlichen Dreiecke zu 
finden, deren Grundlinien der Lage und Größe nach ge- 
geben ſind. 

— Zwei Auflöſungen. 


Acholie. 

Die in dem Zuſatz erwahnte Grade, deren Punkte ſämmtlich anti⸗ 
trope Ahnlichkeitspunkte der congrnenten Figuren ſind, heißt die Symmetrie⸗ 
axe der letzteren. 

Auf den in den beiden letzten 88. beſprochenen Gegenſtand weiter 
einzugehen, würde hier zu weit führen. Bei Gelegenheit der harmoniſchen 
Büſchel wird derſelbe indeſſen noch einmal kurz berührt werden. 


. alle 
Lehrſaßtz 1. 

In je zwei ähnlichen Figuren verhalten ſich die Sum- 
men entſprechender Strecken, wie irgend welche zwei ent- 
ſprechende Strecken. 

Vrſ. Es fin 

a,b, e, d, . . . s Strecken, welche den Strecken 
a, bi. el, GUM. . ., 5, einer ähnlichen Figur entſprechen. 
Beh. Es iſt: 


E 
4 ＋ 51 ＋ ei ＋ di . s 
Bew. Nach $. 166, Z. III iſt: 
a 5 ® d 8 
e e un 
Daher trifft die Beh. zu nach dem §. 43 des ihn Lehrbuchs. 
aufn. 


Die Umfänge ähnlicher Polygone verhalten ſich, wie 
zwei entſprechende Seiten oder Diagonalen: 
u 8 


20 1 


Lehr ſaßtz II. 
Die Felder ähnlicher Polygone verhalten ſich, wie die 
Quadrate entſprechender Strecken Seiten oder Diagonalen 
ue 
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Bri. F und „ ſeien die Felder, s und sz zwei entſprechende Strecken 
ähnlicher Polygone. 
Beh. Es iſt: 
2 


Ai 12 

Bew. Zerlegt man die beiden ähnlichen Polygone durch entſprechende 
Strecken in lauter Dreiecke, ſo werden die Dreiecke des einen Polygons 
nach $. 165, Z. III den entſprechenden des andern Polygons ähnlich, weil 
ſie in den Winkeln übereinſtimmen, und das Verhältnis der Seiten iſt dem 
Ahnlichkeitsverhältnis der Polygone gleich. 

Sei dieſes, durch irgend welche zwei entſprechende Strecken aus⸗ 
gedrückt — 


Die Dreiecksfelder ſeien in dem einen Polygon: 
9 Y % CD 
und die entſprechenden des andern Polygons: 


2, 4, Nu W115 
Dann iſt nach §. 149, Z. II: 


4 0 . Bf); 
Bi et ee 
Mithin iſt nach §. 43 des arithmetiſchen Lehrbuchs auch: 
++ Y TL ee 
atrhtntet:.. 2“ 
80 
3 
Fi 812 
72 
Lehr ſatz. 


Je zwei Kreiſe ſind ähnlich nach dem Verhältnis ihrer 
Radien. Sie haben bei jeder Lage einen äußeren und einen 
inneren Ahnlichkeitspunkt in der Centralen, und zwar dort, 
wo dieſe von derjenigen Graden geſchnitten wird, welche 
durch die Endpunkte zweier gleich gerichteten, beziehungs— 
weiſe zweier entgegengeſetzt gerichteten Radien hindurch 
geht. 

Bew. Stellt man ſich die beiden Kreiſe in einer concentriſchen Lage 
vor, ſo erkennt man ſofort, daß ſie nach dem Verhältnis der Radien 
ähnlich ſind: Denn ſie ſchneiden auf allen durch das gemeinſame Centrum 
gehenden Graden einzeln gleiche Strecken (tie Radien) ab. 
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SAMT, 
75 ER 
Y \ 
2 VX 
N n 
Lug — W 1 \ ale 
0 N 4 4 
EN / 
/ ee 
18 / 
ER 
8 
e 


Bei zwei nicht concentriſch gelegten Kreiſen um C und G feien 
CK und H zwei gleich gerichtete, CH und C,Ä, zwei entgegengeſetzt 
gerichtete Radien von der Länge „ und 71; A und J ſeien die Schnitt⸗ 
punkte der Centralen CO, mit Ku und mit KH 

Dann iſt A der äußere Ahulichkeitspunkt der beiden Kreiſe; denn da 

ACH AACH, ... 20 
und deshalb 1. 460 . 2.) 4. — — 
iſt, fo hängt nach 1.) die Lage des Punktes A, und nach (2.) der Werth 
des Quotienten AK: AK, nicht von der Richtung, ſondern nur von der 
Größe der Radien r und r, ab. 
Ferner iſt 7 der innere Ahnlichkeitspunkt, weil 


E 
a JK al r 
in de 


iſt, fo daß dieſes Verhältnis ebenfalls nicht von der beſonderen Lage der 
Graden 17 abhängt, außer daß dieſelbe durch 7 hindurchgehe. 
Ju ſätze. 

I. Haben zwei Kreiſe gemeinſchaftliche Tangenten, ſo 
ſchneiden ſich die äußeren im äußeren Ahnlichkeitspunkt, 
die inneren Tangenten im inneren Ahnlichkeits punkt. 

II. Wenn zwei Kreiſe ſich berühren, ſo iſt der Berüh⸗ 
rungspunkt zugleich innerer oder äußerer Ahnlichkeits— 
punkt, je nachdem die Berührung von außen oder von innen 
geſchieht. 

III. Das Centrum zweier concentriſchen Kreiſe iſt ſo⸗ 
wohl äußerer als innerer Ahnlichkeitspunkt. 

IV. Je zwei Kreisausſchnitte, welche in den Centri⸗ 
winkeln übereinſtimmen, ſind ähnlich. 
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$. 173. 
2Lehrfah. 
In je zwei Kreisausſchnitten, welche in den Centri⸗ 
winkeln übereinſtimmen, iſt das Verhältnis des Bogens 
zum Radius gleich groß. 


Vrſ. Es find zwei Kreisausſchnitte 40 und A,CB, gegeben, 
welche im Centriwinkel bei C übereinftimmen. 
Beh. Es iſt: 
AB, _ ABı 
e 
Bew. Zieht man im Winkelfelde ABC von C aus beliebig viele 
grade Linien und verbindet die auf einander folgenden Durchſchnittspunkte 
derſelben mit den Kreiſen durch Sehnen, ſo erhält man nach §. 166 zwei 
ähnliche Polygone (CAUN... QB) und CAM NMI... IBI). Daher 
iſt, wenn man der Abkürzung wegen die Sehnenſumme 
AI V.. ＋ B = AB - , 
A I AI Ni. . . +QB=AB— 21 


ſetzt: 
ABEL et 2 
F Re 
Man kann dieſe Gleichung in der Form 
AB n f 7 2 2 21 * 
r o 
ſchreiben und folgendermaßen weiter ſchließen: 
ea WET AR En. . En 
Die Brüche und 8 11 ſind unveränderlich, wie viele Hülfs⸗ 


linien man auch im Felde des / C von O aus ziehen mag; daher muß 
die Differenz 

zZ 7 u 

ET 5 
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trotz der Veränderlichkeit von z und 41 ebenfalls einen unveränderlichen 
Werth haben. Und dieſer Werth 8 kann ſich nicht von Null unterſcheiden, 
weil die Werthe von z und z, durch Vermehrung der von C aus ge⸗ 
zogenen Hülfslinien nach §. 127, L. IV beliebig klein gemacht werden 
können. Mithin iſt: 


1 
Car u Aca 
Aufüße. 


I. Das Verhältnis des ganzen Kreiſes „Kreisumfangs“) 
zum Radius iſt eine für alle Kreiſe unveränderliche Zahl. 
— Denn je zwei ganze Kreiſe konnen als Kreisausſchnitte an⸗ 
geſehen werden, deren Centriwinkel = 2 G find. 
II. Das Verhältnis des Kreisumfanges „ zum Durch— 
meſſer d iſt eine für alle Kreiſe unveränderliche Zahl: 


ey 
d — dı 8 
F. 174. 


QZefinition. 

Die Maßzahl des Kreisumfanges, wenn der Durch— 
meffer zur Längeneinheit genommen iſt (d. h. die Zahl, 
welche angiebt, wie oft der Kreisdurchmeſſer im Umfange 
enthalten iſt) wird durcher bezeichnet. 


Zuſatz. 
Verſteht man unter r den Radius, unter den Umfang, 
unter f das Feld eines Kreiſes, ſo iſt 
% 


e 
— Die Formel für / erhält man nach §. 141 durch die Schlußfolge: 
F = ur = 2 n. 
Acholir. 
Die Zahl r ift irrational. Auf 24 Decimalſtellen berechnet beträgt fie 
* — 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 ... 


Näherungswerthe in gemeinen Brüchen ſind: 
2 
FF 
von denen der erſte bereits von Archimedes (geb. zu Syracus um 
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287 v. Chr.) herrührt, der zweite aber zuerſt von Metius (um 1600 
n. Chr.) angegeben iſt. 


& U 
Lehrſatz. 
Stimmen zwei Kreisausſchnitte im Verhältnis des 
Bogens zum Radius überein, ſo haben ſie gleiche Centri⸗ 


winkel. 
A 14 e 


Vrſ. In den Kreisausſchnitten 405 und 4 Bi iſt 
CA 7A i 
Beh. Kerry G 
Bew. Macht man den Centriwinkel ACX = AG Bi, fo iſt: 


AX 4 
r . TER. 
Dies ergiebt durch Vergleichung mit der Vorausſetzung: 
4B = Ax, 


woraus nach §. 38, Z. folgt, daß 
ee 
iſt, von denen der letztere = / A1 Bi gemacht wurde. 


$. 176. 
Weiterer Ausbau des Winkelbegriffs. 
Arfinition. 

Unter der Größe, dem Quantum oder der Maßzahl eines 
Winkels (oder auch ſchlechthin einem Winkel) verſteht man 
die Maßzahl des durch den Radius gemeſſenen Kreisbogens, 
auf welchem jener Winkel als Centriwinkel ſteht. 

— Sagt man alſo z. B., es ſei in der vorigen Figur der 
/ ACB= a oder = 0,72, fo meint man damit, es ſei AB=a: CA 
Der 90,72 . 


1) Umkehrung von §. 173, L. 
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Aufäße. 

I. Ein Winkel und feine Maßzahl find gegenſeitig 

völlig durch einander beſtimmt. 
— . 173, L. und §. 175. 

II. Die Maßzahl einer Winkelſumme iſt gleich der 
Summe der Maßzahlen der einzelnen Winkel; und um⸗ 
gekehrt. 

— Denn zieht man um den Scheitel C einer Winkelſumme 
, A CB /ACX + X CP einen Kreis, 
fo iſt wenn A, X, B die Schnittpunkte bedeuten): 


e die Maßzahl des Z ACK, 

X 

( " „ , 

AB 

To - 0 

Nach einem arithmetiſchen Satze aber iſt 

identiſch: 
AB AKTE 4X XB 


CA . 
und umgekehrt. Auch iſt jede Veränderung in der Folge der Theile 
geſtattet, ſowohl bei der Zahl, als beim Winkel §. 40). — Durch 
Vermehrung der Anzahl der Summanden wird an der Schlußweiſe 
nichts geändert. 


. 


Acholie. 

Es iſt ſchon früher (in §. 40) darauf hingewieſen worden, daß man 
das Recht hat, dem Winkel ein von den Quanten der Raumgrößen (Vo⸗ 
lumen, Areal, Länge) verſchiedenes Quantum beizulegen. Dies iſt mit 
dem Obigen geſchehen. Denn wir betrachten als das Quantum eines 
Winkels eine arithmetiſche Zahl, von welcher wir uns überzeugt haben, 
daß ſie allen an ein Quantum zu ſtellenden Anforderungen §. 17) genügt 
und mit dem Winkel wechſelſeitig auf einfache Weiſe verknüpft iſt. 

Demnach iſt beiſpielsweiſe nach §. 174 das Quantum eines 


geſtreckten Winkels = 3, 141 592 653 589 7932. 
rechten 0 1,570 796 326 794 8966 ..., 
und eines Winkels von 1) x 


Men | = 15 = 0,017 453 292 519 9433 
J 


wenn man unter 1° den 90ſten Theil eines rechten Winkels verſteht, wie 
es noch immer gebräuchlich iſt, trotzdem ſich bereits zu Ende vorigen und 
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Anfang dieſes Jahrhunderts die rationellere Eintheilung des rechten Winkels 
in 100 Grade ausgebreitet hatte. 


Näherungswerthe von 1° ſind die gemeinen Brüche 37 und 


172 ? 


2 ; 1 5 h 
von denen der erjtere um weniger als gad zu groß, der zweite um weniger 


1 er 
als gz zu klein iſt. 


§. 177. 
Lehrſatz. 


Iſt ein Durchmeſſer eines Kreiſes ein Radius eines 
zweiten Kreiſes, ſo liegen zwiſchen ihm und einem beliebigen 
andern Radius des zweiten Kreiſes auf beiden Kreiſen 
gleiche Bogen. 

Brf. Mit dem Durchmeſſer A4 
des Kreiſes um C ift um ©, ein zweiter 
Kreis und von (i aus eine Grade ge- 
zogen, welcher die beiden Kreiſe beziehungs⸗ 
weiſe in 5 und BI trifft. 

Beh. Es iſt: AB = AB. 

Bew. Zieht man den Radius OB 
des Kreiſes um C und ſetzt 40 B = d, 
ſo iſt 405 = 23 ($. 113). Hieraus 
folgt: 


AB 2. CA = 201 . GA = ABI . . . 176. 
F. 178. 
Aufgaben. 


I. Einen beliebig gegebenen Kreisbogen durch Zeich— 
nung allmählich zu ſtrecken und die Größe des dabei be- 
gangenen Fehlers zu beurtheilen. 

Anal. Man kann den fraglichen Zweck dadurch erreichen, daß man 
die in der Vrſ. des vor. §. gemachte Conſtruction von neuem auf den 
größeren Kreis anwendet und die Conſtruction in analoger Weiſe beliebig 
oft wiederholt. 
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Denn man erhält dadurch, daß 
Bog. 45 = Bog. AB, = Bog. AB =... 
iſt, von denen ſich jeder folgende enger an die Tangente anſchmiegt, als 
der vorhergehende. 

Zieht man noch die Sehnen 
AB, ABI. . . . und verlängert die 
Graden 1B. GBI. . ., bis fie 
die Tangente in 7, 71, . .. ſchnei⸗ 
7 den, ſo nehmen die Sehnen in der 

Folge AB, ABI, . .. der Länge 

nach zu, die Tangenten aber in der 

Folge AT, ATI. . .. ab. Und die 

Glieder beider Reihen nähern ſich 
der Länge des Bogens AB als ihrem 

Grenzwerth in der Weiſe, daß ihre 

Abweichung von der Bogenlänge die 


Werthe der Reihe 
AT - AB, AT, — ABI. 
nicht erreicht ($. 127, L. III). 


= 


je: 
Br 
N 


5 — 
/ an 
RE 
7 . 
Zee, 
2 
D — 


II. In dem Kreiſe um C ift der Durchmeſſer 40 = d 
und die Sehne AB=s. Es follen die Strecken 417 = t, 
ABI sI, AT, = li berechnet werden. 

Auflöſung. Da Z Net Z 450 e iſt, ſo iſt 
AN TAC, NAG 2, mithin: 


/ 


AT _4AG gp_ AC:AB 
F 
oder, weil BO, = VAC?— Ar = di 57 
iſt: 
1. | A . 
va? 


Um AB, = si auf möglichſt einfache Weiſe zu finden, ziehe man 
in dem Kreiſe um C, den Durchmeſſer 3, D = 2d und die Sehne AD. 
Dann iſt im rechtwinkligen A BA 
ABI = BD. BIB . . . 155, L. I. 
Da ferner 
BiB = Bi Ci — BO = d - d- 
iſt, ſo hat man alſo in Folge der letzten Gleichung: 
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817 = 2d. (d-VR—-) = 
i 8 d ＋ t = 
2ds? 
ee RER 
d+7 
oder: 
5 25% 
(2.) 812 — st‘ 


Um endlich 411 = 1 zu berechnen, beachte man, daß A A1 71 
ABB. iſt (270), weil / ABT— / ABB = und / ATI BI 
— / ABB als Complemente zu / AGT, = AD BI. Folglich 
geht hervor: 


471 AB, ZB 
Kur AB AT = A 
d. i 
Pr 28 
3.) 4 ne: ten 2) 


- Übrigens gewinnen die Formeln (1.), (2.), (3.) an Einfachheit, 
wenn man für d, s, £ ihre reciproken Werthe einführt. Dieſelben mögen 
durch die entſprechenden griechiſchen Buchſtaben bezeichnet werden, ſo daß 


Cr me An 
0 8 7 
bedeutet. Dann hat man in Folge der obigen Gleichungen: 
. % r r, .) 
6. 1 6.) 


( V: en ) . 2) u. 63“) 
Anm. Setzt man die Rechnung nebſt der Conſtruction fort, wie 
es in Aufg. II. ausgeführt iſt, ſo lauten die Rechnungsformeln für jede 
Nummer u, nachdem ein erſtes r berechnet iſt: 


0 T, 
(8 } Tar+ı = nt, 
9.) Inu 1 H 


Die und die nähern ſich bei wachſendem 2, wie aus der Analyfis 


1) Verſteht man unter » und f die reciproken Maßzahlen der Felder des um⸗ 
und des eingeſchriebenen regulären 1⸗Ecks, unter vi und fı diejenigen des (21) ⸗Ecks, 
ſo ergeben ſich ähnliche Relationen, nehmlich: 

. V. 


Es ſtehen hier die Indices anders, als oben. 


5 = 
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der Aufg. II hervorgeht, demſelben Grenzwerth, nehmlich dem reciproken 
Werthe der Maßzahl des Bogens AB; und zwar bleiben die s ſtets zu 
groß, die r ſtets zu klein, weil bei ihren reciproken Werthen, den s und 
den , ſtets die umgekehrte Beziehung ſtattfindet. 

Hat man die numeriſche Rechnung nach den obigen 
Formeln (8.) und (9.) fo weit fortgeſetzt, daß der Werth von 
0% — Tı 2 
1 
in denjenigen Decimalftellen, welche man genau zu er⸗ 

halten wünſcht, nur Nullen enthält, ſo iſt 
en 4 len kn = en +3, — d 
der Grenzwerth der s under mit der verlangten Genauigkeit. 
Subſtituirt man nehmlich aus (8.) in (9.) den Werth: 


* u 2 — n n 


Erle 2 


9 
a 12 N 


ſo erhält man mit Anwendung des binomiſchen Satzes: 


o * 
ey / 1 — 2 
n 
. % — „ NJ % — „ N3 N 
— 1-4 n * n 7 4 n ) er 
8 1 20, Li 20, 16 \ 20, ) 
— N — 110 2 (% x 
— — 146. o 


In“ 

Iſt nun (, — 7, bereits fo klein, daß der dritte Summand der 
rechten Seite in den zu berechnenden Decimalſtellen verſchwindet, ſo gilt 
dies in noch höherem Maße von den folgenden; und man braucht bei 
der Rechnung für , 1 nur den Werth 

(10.) +1 = — 4 (In — du) 
zu berückſichtigen. Subtrahirt man 1 
E 2 (on — en). 
fo erhält man die Gleichung: 
31 1 Tn ＋I = + en — dn) 
welche auch für alle größeren Werthe von » beſtehen bleibt und demnach 
die Relation liefert: 


(lo) Zu 1 — W = z E 
Setzt man in Gl. (10.) für » nach und ER alle größeren 11105 
und ſummirt die fo erhaltenen Gleichungen mit Rückſicht auf die Gl. (11 


ſo erhält man für den Se Ion von 3, 


1 — 1 
% D D a N 1 = a 3 
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Und verfährt man auf ähnliche Weiſe mit der aus (8.) folgenden 
Gleichung 


2 — 2 
d 


5 
d. % ht IH, 


ſo erhält man: 


3 
— —1 


oo = * T BTT ++ ht be . 


III. Die Zahl x auf 6 Deecimalſtellen genau vermittelſt 
der Länge desjenigen Kreisbogens zu berechnen, welcher 
die Seite eines regulären Zehnecks in einem Kreiſe über- 
ſpannt, deſſen Durchmeſſer der Längeneinheit gleich iſt. 


Berechnung. Da der Umfang eines Kreiſes, deſſen Durchmeſſer 
der Längeneinheit gleich iſt, nach $. 174, 3. x Längeneinheiten beträgt, fo 
beträgt der fragliche Bogen 1 Längeneinheiten. Nun iſt 4 = 1, alſo 


auch 3221. und nach $. 162: 


3 i er 2 
5 „ 0 2 — 5 5 = , 286068. 
Ferner ergiebt die Gl. II (5.): 


= 757 57 5 ＋ 2/5 = 9, 72136 — 3, 077684. 
Bei der weiteren Rechnung kommen abwechſelnd die Formeln II 
8.) u. (9.) in Betracht: 
1 33.156876 
61 = V = 3, 196227 
81 +7 = 6,353103 
1 A — 3.176532 
ea —— 012 — 3,186374 
* 3.181463 
0 = Var, = 3,183917 
u 3, 182690 
4 = Vor. = 3.183303. 


Es iſt bereits: 
3 — 5 0, 002455, re — 0,000000118; 
fo daß nach der in II beſprochenen Correctur auf 6 Decimalftellen genau: 
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= = — 3 (3 — 7) = 3,183917 — 0,000818 
— 3,183099; 


10 
hervorgeht. 


Die Werthe von a, und e ergeben: 


0 — u = 0, 000613, ae — 0,00000000738 ; 
fo daß man mit ihnen 8 Decimalftellen genau erhalten könnte, wenn fie 
auf ſo viele Stellen berechnet wären. 
Über eine viel wirkſamere Methode zur Berechnung von vergl. 
das Lehrb. d. Arithm. §. 84. 


B. Cransverſalen. Harmoniſche Büſchel. Polare. potenzlinie. 


84 1798 
Definitionen. 

I. Unter einem n:Seit verſteht man eine von » un: 
begrenzten Graden gebildete Figur. — Die unbegrenzten 
Graden heißen die Seiten, deren Schnittpunkte die Ecken des 
n:Seit3. 

II. Jede Grade, welche ſich mit einem n-Seit ſchneidet, 
heißt eine Transverſale) deſſelben. 


Acholie. 
Da jede Grade, welche ſich mit » Graden ſchneidet, im Allgemeinen 
n Schnittpunkte liefert, fo iſt die Anzahl der Ecken eines -Seits im 
Allgemeinen 
][[U Fan) EN, . rim. g. 91 (B.). 
Es hat alſo das Dreiſeit 3 Ecken, wie das Dreieck, das Vierſeit 6, 
das Fünfſeit 10 Ecken, u. ſ. w. 


1) Von transversus, hindurch. 
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Die Anzahl der Diagonalen eines 1⸗Seits, deſſen Ecken ſämmtlich 


von einander verſchieden ſind, beträgt el fo daß ein 


ſolches Dreiſeit 0, ein Vierſeit 3, ein Fünfſeit 15 Diagonalen hat, u. ſ. w. 
Von Dreiſeitstransverſalen haben wir ſchon einige Ecktransverſalen 
kennen gelernt, d. h. ſolche, welche durch eine Ecke gehen, nehmlich die 
Höhen, die Mittellinien, die Halbierungslinien der Winkel und der Außen⸗ 
winkel. 
Es wird ſich jetzt um die allgemeinen Eigenſchaften der Transverſalen 
handeln. 


F. 180. 
Lehrſatz I des Menelaus')). 

Die beiden Produete der drei auf verſchiedenen Seiten 
eines Dreiſeits liegenden Abſtände der Ecken von den 
Schnittpunkten einer Transverſale ſind gleich. 

Prſ. Die Seite BC eines 
Dreiſeits ABC wird von einer 
Transverſale in A, CA in 
Bi, AB in ©, geſchnitten. 

Beh. Es ift 

AC BA GB 
ABI. CA. BGC. 

Bew. Parallel zur Trans⸗ 
verſale ziehe man durch die drei 
Ecken des Dreiſeits grade Linien 
und bezeichne den Durchſchnitts⸗ 
punkt der einen von ihnen, etwa 
der durch B gelegten, mit der Gegenſeite 40 durch X. Dann iſt: 


ac, >» BC, 

FIG re SD 

GE 

REN — BA — 2 8. 151. 


Multiplicirt man beide Gleichungen mit einander, jo fällt rechts die 
Größe X Bi fort, und es geht hervor: 
46. C 0 
AB, CA 5 BA: ? 


1) Menelaus, aus Alexandria gebürtig, lebte zur Zeit Trajans (e. 100 n. Chr.) 
n Rom. 
Worpützly, Elemente der Mathematik. IV. 5 
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was fih nach Multiplication mit dem Product der Nenner nicht von der 
Beh. unterſcheidet. 


Anm. Die drei Schnittpunkte A1, 
BI, Ci können entweder auf zwei Dreiecks⸗ 
ſeiten und der Verlängerung der dritten oder 
auf den drei Verlängerungen liegen. 


Ju ſatz. 

Iſt eine Transverſale einer Dreiſeitsſeite parallel, 
ſo ſind die beiden Producte der auf verſchiedenen Seiten 
liegenden Abſtände der Ecken von den beiden vorhandenen 
Schnittpunkten einander gleich. 


— Denn es iſt 
e 
4 (. . 9. 151. 


BA, CHI = ABI. CA. 

Daſſelbe folgt aber auch daraus, daß 
in der bei drei Schnittpunkten geltenden 
Gleichung 

A , BA „CB 
FOR, (Er VW Eee 
der erſte Bruch fih dem Grenzwerthe 1 nähert, wenn i auf AB ins 
Unendliche hinausgeſchoben wird. 
Lehrſatz II. 

Hat man auf zwei Dreiecksſeiten und einer Verlängerung der 
dritten oder nur auf Verlängerungen der drei Seiten je einen Punkt 
von ſolcher Lage, daß die beiden Producte der drei auf 
verſchiedenen Seiten liegenden Abſtände von den Ecken 
gleich ſind, ſo befinden ſich die drei fraglichen Punkte in 
einer einzigen Graden. 


Vrſ. Beim 430 liegt auf 
BC ein Punkt A,, auf CA ein Punkt 
Bi und auf der Verlängerung von 
AB über B hinaus ein Punkt C, 
ſo, daß 
4 BA CBI AI. Cu- 30 
iſt. Oder es liegen auch A, und 2, 
auf Verlängerungen von BC und CA. 
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Beh. Die drei Punkte A1, Bi, C liegen auf einer Graden. 

Bew. Man ziehe die Grade 4181. Dieſelbe muß ſich mit der 
Graden AB in irgend einem Punkte X ſchneiden; denn wenn fie mit 
ihr parallel wäre, ſo würde 

BA, CA 
AB, 2 Ta 1 F. 19% 
BA: CB, = ABI. CA. 
fein, was durch Diviſion in die vorausgeſetzte Gleichung 
40. BA. CB ABI. CA.. BC 
zu der unmöglichen Gleichung 
AG = 501 

führte. (Unmöglich iſt die letztere, weil Ci in einer Verlängerung von 
AB gegeben iſt.) 

Da alſo ein Schnittpunkt X exiſtirt, fo iſt: 

AX -. BA. CBI = ABI CAI BX. NͥL. I. 

Dividirt man aber dieſe Gleichung durch die gegebene, ſo folgt: 

AX B AX— AB h 

465 0 u 40. 50 1; ... Arithm. $. 43, 
5 608 AX = A, BX B68; 
was nur angeht, wenn CO, identisch iſt mit dem Punkte X der Graden A1 51. 

Das Bedenken gegen die letzten Folgerungen, daß X und G viel⸗ 
leicht auf verſchiedenen Verlängerungen von AB liegen möchten, hebt ſich 
dadurch, daß dann die Gleichung 


AX _ BX 
. 401 501 
unmöglich wäre. 
$. 181. 


Lemma. 

Das Verhältnis zweier Dreiecksfelder über einer Grund— 
linie iſt gleich dem Verhältnis der auf der Verbindungs— 
linie ihrer Spitzen gemeſſenen Abſtände der Spitzen von der 
gemeinſamen Grundlinie. 


Vrſ. Die Grade C00, welche 
durch die Ecken C und der Drei⸗ 
ecke ABC und ABC, hindurch⸗ 
geht, trifft die Grade AB in O. 


Beh. Es iſt: 
e 


a 


www.rcin.org.pl 


= Ge 


Bew. Zieht man 
CE IL AB, Ci Ei L AB, ſo iſt ACDEW A DE., (u), 
folglich: 
5 BCE 7 CH) x 
n GR GNR 8. 144, Z. II u. §. 151. 
Anm. Liegen die beiden Dreiecke ABC und ABC, auf ver⸗ 
ſchiedenen Seiten von AB, oder erleidet die Figur ſonſt eine andere 
Abänderung, ſo bleibt der Beweis ſtets wörtlich derſelbe. 


$. 182. 
ehrſatz I (des Ceva )). 

Schneiden drei durch einen Punkt hindurch gehende 
Ecktransverſalen eines Dreiſeits ſich mit den Gegenſeiten, 
ſo ſind die beiden Producte aus den je drei auf verſchie— 
denen Seiten liegenden Abſtänden der Ecken von jenen 
Schnittpunkten einander gleich. 


Brf. Durch einen Punkt P gehen 
die drei Ecktransverſalen AA,, BBI, 
CC, eines Dreiſeits ABO, welche die 
Gegenſeiten in den Punkten A1, Bi, 
( ſchneiden. 

Beh. Es iſt: 

40 BA CB ABI CAI. BG. 


Bew. I. Vergleicht man die 


1) Ceva (16481736), geb. zu Matland. 
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Felder je zweier Dreiecke, welche die Strecken PO, PB, PA zur ge 
meinſamen Grundlinie und ihre Spitzen in den Ecken des gegebenen Drei⸗ 
ſeits haben, fo folgt nach dem vor. §.: 

e 

APCB FG 

APCB _ CB, 

APBA A 

APBA BA 

ö 

Durch Multiplication dieſer drei Gleichungen folgt: 


und hieraus die behauptete Gleichung, wenn man noch mit dem Product 
der Nenner multiplicirt. 

Bew. II. Beachtet man, daß das C die Transverſale 
APA, und das N CA die Transverſale BPB, hat, jo ergeben ſich 
durch Anwendung des Menelaiſchen Satzes die beiden Gleichungen: 

40 BA. CP—= GP. CA AB, 
CBi. AB. GP BO. ABI. CP. 

Multiplicirt man dieſelben mit einander und dividirt dann beide 
Seiten der erhaltenen Gleichung mit dem Product 48. CP. Ci P, ſo 
geht das hervor, was behauptet iſt. 


Zn ſätze. 


I. Schneiden drei parallele Ecktransverſalen eines 
Dreiſeits ſich mit den Gegenſeiten, fo find die beiden Pro— 
ducte aus den je drei auf verſchiedenen Seiten liegenden 
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Abſtänden der Schnittpunkte 
von den Ecken einander 
gleich. 

— Bew. entweder durch 
$. 151 oder durch die Erwägung, 
daß die von einem Punkte P aus 
nach A, B, C gezogenen Graden 
ſich der Parallelität als Grenze 
nähern, wenn P ins Unendliche 
hinausgeſchoben wird. — Es iſt 
ſchon früher beſprochen worden, daß man eine Schaar von Parallelen 
auch ſonſt als ein Büſchel behandeln kann, deſſen Scheitel P im Unend⸗ 
lichen liege. 


II. Wenn ein Strahl eines 
Büſchels von Ecktransverſalen 
eines Dreiſeits der Gegenſeite 
parallel iſt, ſo ſind die Producte 
der Abſtände der auf verſchiedenen 
Seiten vorhandenen Schnittpunkte 
von den Ecken gleich. 

— Iſt nehmlich PB + AC, ſo 
hat man 
y * 401. BA = 04: BON 
und iſt dann ferner noch 

PA =: BC, fo folgt: 40 = BCI. 


Lehrſaßtz II. 


Hat man auf den drei Seiten eines Dreiecks oder auf einer 
Seite und auf Verlängerungen der beiden andern je einen Punkt 
von folder Lage, daß die beiden Producte aus je drei auf 
verſchiedenen Seiten liegenden Abſtänden derſelben von 
den Ecken gleich ſind, ſo ſchneiden ſich die drei durch jene 
Punkte hindurchgehenden Ecktransverſalen in einem Punkt 
oder find parallel. Das Letztere kann jedoch nur dann vor⸗ 
kommen, wenn von den gegebenen Punkten zwei auf Ver⸗ 
längerungen zweier Seiten über eine Ecke hinaus liegen. 
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Vrſ. Auf einer Seite AB eines A ABC iſt ein Punkt Ci ge 
geben und außerdem auf den beiden andern Seiten BC und 40 oder 
auf Verlängerungen beider je ein Punkt A, und Bi fe, daß 

4. BA CB, = ABI CAI BC, 
it. 

Beh. Die drei Graden 441, BBI, CC, ſchneiden ſich in einem 
Punkt, können aber, wenn A, und 51 beide auf den Verlängerungen 
von BC und 40 über C hinaus liegen, auch parallel fein. 

Bew. Zieht man zunächſt nur die beiden Graden AA, und BB,, 
ſo ſchneiden ſich dieſelben in einem Punkte P oder ſind parallel. Dann 
ziehe man, je nachdem das Eine oder das Andere eintritt, die Grade PC 
oder durch C eine Parallele zu jenen und benenne den Durchſchnittspunkt 
derſelben mit AB durch X. (Vergl. die Figuren zum vorigen Satz. 
Alsdann iſt: 

AX. BA CBI = ABI. CAI BX. . . . L. I oder Z. J. 
was durch Diviſion mit der gegebenen Gleichung zu der folgenden führt: 
8 . BEER OR EN Arithm. §. 43. 


eee 
AX = Ad, BX = BG. 
Da demnach X mit ( zuſammenfällt, fo unterſcheidet ſich die Trans⸗ 
verſale CC, nicht von der Graden CX, welche durch P geht, beziehungs⸗ 
weiſe mit AA, und BB, parallel iſt. 


$. 183. 


Anwendungen der Umkehrungen des Cevaſchen und des 
Menelaiſchen Satzes. 


Lehrſatz I. 
Die Halbierungslinien der drei Winkel eines Dreiecks 
ſchneiden ſich in einem Punkt. 
Bew. Werden die Winkel des A ABC 
von den Graden AA, BBI, CC, halbiert, 
fo ift nach $. 152, L. I: 


AG, 40 
Be, wi 
BA, AB 
TA ae 
CB, ‚136 
AB... WA! 


folglich durch Mnltiplication: 
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40 BA, CBı 
20 „CA, AR 
40. BA. CB, = ABI. CA. BG 
weshalb die drei Transverſalen 441, BB,, C ſich nach §. 182, L. II 
in einem Punkte ſchneiden. 


. 


Lehrſaßt II. 


Die drei Punkte, in denen die Seiten eines Dreiſeits 
von den Halbierungs linien zweier Winkel und des Außen- 
winkels an der dritten Ecke geſchnitten werden, liegen in 
einer Graden. 

Bew. Sind A, Bi im 
Dreiſeit ABC die Punkte, in denen 
die Seiten BC und CA von den 
Halbierungslinien der Winkel bei 4 
und B geſchnitten werden, während 
AB in d von der Halbierungs⸗ 
linie des Außenwinkels bei C ge⸗ 


ſchnitten wird, fo iſt nach $. 152: 
401 40 BA, 


4. — ET 
BE dee Car we Mc EB, — FEB 


alſo: 
40, BA, Ch _; 
BC, CA, 451 7 
AC, 2 BA, U CB, =r AB, 0 CA, 2 BC, 5 
weshalb nach §. 180, L. II die drei Punkte 41, B,, C, in einer Graben 
liegen. 


Lehr ſatz III. 


Die Halbierungslinien zweier Außenwinkel eines Drei- 
ecks und des dritten Dreieckswinkels ſchneiden ſich in einem 
Punkt. 

— Beweis, wie zu L. J. 


Lehrſatz IV. 


Die drei Durchſchnittspunkte der Außenwinkel eines 
Dreiſeits mit den Gegenſeiten liegen in einer Graden. 
— Beweis, wie zu L. II. 
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Lehrſatz V. 
Die drei Höhen eines Dreiecks ſchneiden ſich in einem 
Punkt. 
Bew. Sind AA,, BB, CC, die 
drei Höhen eines AN ABC, fo iſt wegen 
der Übereinſtimmung in zwei Winkeln: 


Y 1 40 40 

AAG Cm AAB,B, folglich: 45 
BA: AB 

ABAAMUABOGC, „ BG Do 
CB BC 

ACBBNACAA, „ en 46 


Da das Product der rechten Seiten 
dieſer Gleichungen = 1 iſt, fo folgt: 
40, -BA- OB, AB. CA.. BCI 
Dies zeigt nach §. 182, L. II an, daß die drei Höhen durch einen 
einzigen Punkt gehen, weil je zwei von ihnen als Senkrechte zu den 
Schenkeln eines Winkels ſich nothwendig ſchneiden. 


Lehrſatz VI. 

Die drei Mittellinien!) eines Dreiecks ſchneiden ſich 
in einem Punkt); und zwar jo, daß die einzelne Mittel- 
linie das Dreifache ihres an der Seite liegenden Abſchnitts 
beträgt. 

Bew. Sind AA, BB, CC, 0 
die Mittellinien des A ABC, ſo it: B, 

AO, = BC, Mr 
BA = (CA, 4 7 7 
CB, = AB.. 

Aus dieſen Gleichungen ergiebt ſich zweierlei: 

1) daß die drei Mittellinien ſich in einem Punkt P ſchneiden, weil 

durch Multiplication die Gleichung 
40. BA. CB. ABI. CAI. BO, 

hervorgeht (§. 182, L. II); 

2) daß 

APR ABPC= CPA 

iſt, weil die Verbindungslinie der Spitzen je zweier von deren gemein⸗ 
ſamer Grundlinie halbiert wird. (8. 181.) 


1) Vergl. 8. 157. 
2) Dieſer Punkt heißt der „Schwerpunkt“ des Dreiecks. 
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Mithin ift ferner: 


a 2E GA ABB 2 AV BBOR EA RA 
/ EErTeHM 
„ — PC, — PA, — PB, 
r 9, but. 


£ehrfak VII. 


Schneiden ſich die drei graden Verbindungslinien der 
paarweiſe einander zugeordneten Ecken zweier Dreiecke in 
einem Punkt, fo liegen die drei Schnittpunkte der Gegen⸗ 
ſeitenpaare auf einer Graden; und umgekehrt. 


Bew. Schneiden ſich die Graden 
AA,, BBI, CO, welche durch die 
Ecken der Dreiecke ABC und A1 Bl Ci 
beſtimmt werden, in einem Punkte P. 
während ſich BC mit B,C, in X, 
CA mit C1 Ai in F. AB mit AB, 
in Z ſchneidet, fo iſt in Folge des 
Menelaiſchen Satzes: 


A. BBI PA, = AA, PBI. BZ. .. Tr. Z BI Ai von APAB. 
D ö, NRC „ PBC. 
re e ee. 

Multiplicirt man dieſe drei Gleichungen mit einander und dividirt 
dann durch das Product der Factoren, welche beiden Seiten gemein find, 
ſo erhält man: 

AZ BN. CFT AF. CX. BA. 

Es liegen alſo X, V. Z in einer Graden ($. 180, L. II). 

Daß auch die Umkehrung dieſes Satzes Gültigkeit hat, d. h. daß 
die Graden 4 A1, BBI, CC, durch einen Punkt gehen, wenn X, V. 2 
in einer Graden liegen, erkennt man auf folgende Weiſe: 
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Ginge die Grade PA, welche von dem Durchſchnittspunkte P der 
Graden BB, und CC, nach A gezogen iſt, nicht durch A1, fo müßte 
fie ſich mit 51 A1 in einem von A, verſchiedenen Punkt ſchneiden, und 
die grade Verbindungslinie dieſes Schnittpunktes mit i würde demnach 
die Grade 40 in einem von P verſchiedenen Punkt treffen, d. i. in 
einem Punkte, welcher nicht in der Graden XZ liegt. Das widerſpricht 
aber dem ſo eben bewieſenen Satze. 

Anm. Der Punkt P heißt das Centrum, die Grade X 2 die 
Axe der Homologie für die homologiſchen Drefede ABC 
und A1 BI Ci. 


Lehrſaß VIII. 

Bei drei beliebig gegebenen Kreiſen liegen die drei 
äußeren Ahnlichkeitspunkte auf einer Graden und ebenſo 
je zwei innere mit einem äußeren. 

Die graden Verbindungslinien der Centren mit den 
inneren Ahnlichkeitspunkten der anderen Kreiſe ſchneiden 
ſich in einem Punkt. 

Bew. Man bezeichne die Radien der Kreiſe um C, G., Q mit 
r, M, z, die äußeren Ahnlichkeitspunkte mit A, die inneren mit dh 


indem man dieſen Buchſtaben ſolche Indices anhängt, daß auf jeder 
Centralen jede Nummer vorkommt. 
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Dann iſt, weil die Kreiscentren entſprechende Punkte der ähnlichen 
Kreiſe ſind: 


n G in CA rn. 
(142 1 Are aA r 


3 ’ 
mithin: 
CA:. 0,4: GA = CA: 94: CA:. 
Folglich liegen die drei Punkte A, A, 42 auf einer Graden 
(§. 180, L. II). 
Erſetzt man A, durch J, Ai durch J, jo findet man daſſelbe 
Reſultat für die drei Punkte A, J, Jh. 
Erſetzt man endlich alle A durch die J. fo erkennt man auf dieſelbe 
Weiſe, daß CI, G, C2 ſich in einem Punkte ſchneiden (§. 182, L. II). 
— Dieſer Punkt iſt das Centrum, 441 A: die Axe der Homologie 
für die Dreiecke CCC und 2. 
Anm. Die vier Graden, auf denen je drei Ahnlichkeitspunkte 
liegen, heißen die Ahnlichkeitsaxen der drei Kreiſe. 


aufn. 


Werden zwei Kreiſe von einem dritten berührt, fo geht 
die grade Verbindungslinie der Berührungspunkte durch 
einen Ahnlichkeitspunkt jener beiden Kreiſe. 

— Denn der Berührungspunkt zweier Kreiſe iſt ein Aehnlichkeits⸗ 
punkt derſelben. 


Lehrſatz IX (des Nasraly). 


Die Schnittpunkte der drei Gegenſeitenpaare eines 
jeden in einen Kreis eingeſchriebenen Sechsecks liegen auf 
einer Graden. 

Bew. Iſt 45 CA BI Ci das in den Kreis eingeſchriebene Sechseck, 
bei welchem ſich AB mit AB, in X, BC mit B,C, in Y, AC, mit 
Ai in Z, AB mit BC, in O, AB mit AC m, Bi Ci mit Ai 
in Q ſchneidet, fo hat man beim A OPQ nach dem Menelaiſchen Satze: 

OX PAI GBI = OBI GA PX, . . Transverſale 5. A, X. 
PE. OI. 0A= PA. O0 G2 5 AO 
e e - ZB 70V, ... 5 BCY. 


1) 1623—1662, geb. zu Clermont. 
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Ferner iſt nach $. 160: 

OBI OG = OB. OA, 
Q4,:QC = h.. C 
2A. PB = PA. PC. 

Multiplicirt man dieſe ſechs Gleichungen mit einander und dividirt 
dann auf beiden Seiten durch das Product der gemeinſamen Factoren, 
ſo erhält man: 

OX - PZ-QY= OF. C. PX. 

Hierdurch iſt die Behauptung erwieſen ($. 180, L. II). 


Zuſaß. 
Die Durchſchnittspunkte der Seiten eines in einen 
Kreis eingeſchriebenen Dreiecks mit den Tangenten in den 
gegenüberliegenden Ecken liegen in einer Graden. 


$. 184. 

Arfinitionen. 

I. In einem Büſchel, welches 

aus vier Graden beſteht, nennt 

man je zwei nicht benachbarte 

Graden conjugirt!), die Durd- 

ſchnittspunkte conjugirter Gra— 

den mit einer Transverſalen 
conjugirte Punkte der letzteren. 


1) conjugare, zuſammenkoppeln. 
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— Z. B. find in der vorſtehenden Figur PA und PA,, ebenſo 
PB und PB, conjugirte Strahlen. Von den Punkten A, 5, A, Bi 
der Transverſale iſt A mit Al, B mit Bi conjugirt. 

II. Der Quotient der Verhältniſſe der Abſtände zweier 
conjugirten Punkte von den beiden andern heißt das Doppel⸗ 
verhältnis des Büſchels auf einer Trans verſale für die beiden 
Anfangsſtrahlen, deren Entfernung im erſten Zähler vor⸗ 
kommt. 

— Z. B. iſt in unſerer Figur 

45 41 
and AB AB, 
das Doppelverhältnis des Büſchels ) auf der Transverſale AD, für 
die beiden Anfangsſtrahlen PA, PB. 

III. Iſt das Doppel verhältnis eines vierſtrahligen 
Büſchels auf einer Transverſale = 1, oder m. a. W.: find 
die Verhältniſſe der Abſtände zweier conjugirten Punkte 
von den beiden andern gleich groß, ſo heißen die Punkte, ſo 
wie das Büſchel und die gleichen Verhältniſſe harmoniſch.) 

— Für harmoniſche Punkte A, B, A1, Bi tft alſo: 

l 
AB 4151 


Ju ſätze. 
J. Das Doppelverhältnis 
AB 8 AB — AB- 451 
PB h I 
ändert ſich nicht, wenn man die beiden Anfangsſtrahlen 
unter ſich oder beide zugleich mit den conjugirten Strahlen 
vertauſcht; vertauſcht man aber nur einen Strahl mit 
feinem conjugirten, fo nimmt es den reciproken Werth an. 
— Vertauſcht man nehmlich in dem Ausdruck 
AB-A,Bı 
PT Ba 
Amit B, fo ändert ſich nur die Folge der Factoren des Nenners, und 
vertauſcht man A mit A, und zugleich 8 mit B,, ſo geſchieht daſſelbe 
im Zähler und im Nenner. Vertauſcht man aber nur einen Strahl mit 
ſeinem conjugirten, etwa PB mit PB,, fo geht p über in 


1) Die Benennung „harmoniſch“ (von appovia) iſt auf einem ziemlich com⸗ 
plicirten Wege von der Akuſtik in die Geometrie gelangt. Brianchon hat ſie zuerſt 
gebraucht. Lignes du 2. ordre. 1817. 
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„5 
F 


und es iſt offenbar 
a 


II. Das Doppelverhältnis eines harmoniſchen Büſchels 
ändert ſich bei keiner Vertauſchung der Anfangsſtrahlen. 
Für vier harmoniſche Punkte A, B, A, Bi iſt: 
AB. AB, ABI A1 B; 
alſo in der Form von Proportionen: 


AB A1 
IF Ab’ 
BA _ BA 
ZB Ben! 
u. ſ. w. 


III. Jede Transverſale wird von zwei Graden und den 
Halbierungslinien ihrer Winkel harmoniſch geſchnitten. 


— Denn es iſt, wenn P den Scheitel des Büſchels bedeutet: 
BA BA PA 


Bi Bi FA 


$. 185. 
Lehrſaß (des appus). 


Das Doppelverhältnis eines vierſtrahligen Büſchels 
iſt unabhängig von der Lage der Transverſale, nehmlich 
gleich dem Verhältnis, in welchem der Abſchnitt zwiſchen 
den Anfangsſtrahlen zu dem andern Abſchnitt auf einer 
ſolchen Trans verſale ſteht, welche mit einem der conjugir— 
ten Strahlen parallel gezogen iſt. 
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Bew. Zieht man zu dem Strahle PB, eines Büſchels, welches 
von einer Transverſale in den Punkten A, B, A1, Bi geſchnitten wird, 
durch B eine Parallele, welche ſich mit PA in 0, mit PA, in G 
ſchneiden mag, ſo iſt: 


AO AH. 270, und beshalb: 47, 20. 


AB DB’ 
AıB 50 
N ABC, ABI ... (270), 2 - En =: 


Dividirt man die erſte Gleichung durch die zweite, fo folgt: 
AE. 5 
A AB FG 
Die rechte Seite dieſer Gleichung iſt aber erſtens unabhängig von 
der Richtung, in welcher die Transverſale AB durch B hindurchgeht, 
ändert ſich alſo nicht, wenn man AB um J dreht; und zweitens behält 
fie nach §. 153 ihren Zahlenwerth, wenn man C51 parallel mit ſich 
ſelbſt (und mit PBI) jo weit verſchiebt, daß B in eine zweite beliebig 
gegebene Transverſale gelangt. 
Daher iſt auch die linke Seite, welche das Doppelverhältnis enthält, 
unabhängig von der Lage der Transverſale; w. z. b. w. 

Anm. Dreht man die Transverſale AB um B fo, daß fie ſich 
der mit PBI parallel gezogenen Graden OBC, als ihrer Grenzlage 
nähert, ſo nähert ſich in dem Doppelverhältnis, wenn man es in 
der Form 


BA 4 
Zar 


www.rcin.org.pl 


= = 


geſchrieben hat, der zweite Bruch dem Grenzwerthe !, während der erjte 
unmittelbar in En. übergeht. Betrachtet man alſo die Parallelität 


einer Transverſale mit einem Strahl des Büſchels als einen Grenzfall, 
was hier ſtets geſchehen ſoll, ſo braucht man auf ihn beim Ausſprechen 
der Sätze keine beſondere Rückſicht zu nehmen. 


Zu ſäße. 
J. Wird eine Trans verſale von einem Büſchel harmo⸗ 
niſch geſchnitten, ſo geſchieht daſſelbe mit jeder andern. 
II. Jede Parallele zu einem Strahle eines harmoniſchen 
Büſchels trägt zwiſchen den drei anderen Strahlen gleiche 
Abſchnitte; und umgekehrt: trägt eine Parallele zu einem 
Strahl eines Büſchels zwiſchen den drei anderen gleiche 
Abſchnitte, ſo iſt das Büſchel harmoniſch. 
III. Zwei Büſchel, welche durch dieſelben vier Punkte 
einer Graden gehen, haben daſſelbe Doppelverhältnis. 


$. 186.5 
Aufgabe. 
Ein gegebenes Büſchel aus drei Graden in eine ſolche 
Lage zu bringen, daß die letzteren einzeln durch einen für 
ſie beſtimmten Punkt gehen. 


Anal. Sind A, A, A, drei beliebige Punkte mit der Beſtim⸗ 
mung, daß der Strahl 1 durch A,, 2 durch Ay, 3 durch A, gelegt 
werden ſoll, fo wird die Lage P des Scheitels offenbar gefunden als der 
zweite Schnittpunkt zweier Kreiſe, welche über den Sehnen 4 A2 und 
42 A4; auf einer Seite der gebrochenen Linie 414243 Peripheriewinkel 
a und ß faſſen, die dem Winkel der Strahlen 1 und 2, beziehungsweiſe 
2 und 3, gleich ſind. 


Worpitzly, Elemente der Mathematik. IV. 6 
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Fällt der zweite Schnittpunkt P der beiten Kreiſe auf die andere 
Seite der gebrochenen Linie 414243, als auf welcher die Peripherie⸗ 
winkel = a und —=ß find, fo wird die Conſtruction dadurch nicht be⸗ 
einträchtigt, weil, wie aus der erſten Figur erſichtlich iſt, die Supplemente 
von a und ß denſelben Zweck erfüllen, wie « und ß ſelbſt. 

Determination. Es giebt zwei Auflöſungen der Aufgabe, da 
man die Peripheriewinkel « und 8 auf der einen und eben ſowohl auf 
der anderen Seite von 41424) beſchaffen kann. Iſt 41 A424; eine 
einzige Grade, fo liegen die beiden möglichen Punkte 2 ſymmetriſch gegen 
dieſelbe. 

Lehrſatz. 

Jedes Büſchel, welches daſſelbe Doppelverhältnis hat, 
wie ein anderes, läßt ſich auf zweifache Weiſe zu ihm per— 
ſpectiviſch legen, d. h. in eine ſolche Lage bringen, daß es 
eine beſtimmte Transverſale des andern Büſchels in den— 
ſelben Punkten ſchneidet, wie dieſes. 

Bew. Wird das eine Büſchel von einer Transverſale in den Punkten 
A, B, A1, Bi geſchnitten, fo lege man das zweite Büſchel jo hin, daß 
diejenigen drei Nachbarſtrahlen durch A, B, A, hindurchgehen, welche 
den hier ſchneidenden Strahlen des erſten Büſchels entſprechen. Bedeutet 
dann X den vierten Schnittpunkt des zweiten Büſchels, fo find die 
gleichen Doppelverhältniſſe: 

B B. AIX 


11 AB AA. 


Hieraus folgt: 
„Bi — AB — AB—AB — Adı 
EN er WAR WERE AN r 
Aa — AK, AB AM, 
jo daß der Punkt X mit B identiſch iſt. 


Zu ſätze. 

J. Trägt eine Transverſale eines Büſchels zwei be⸗ 
nachbarte Abſchnitte, deren Verhältnis dem Doppelver- 
hältnis des Büſchels gleich iſt, fo iſt die Traus verſale dem 
vierten Strahle parallel. 

II. Trägt eine Transverſale eines harmoniſchen Büſchels 
zwei gleiche benachbarte Abſchnitte, ſo iſt ſie dem vierten 
Strahle parallel.!) 


1) Vergl. 184, Z. II. 
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Acholie. 


Die Büſchel, welche gleiche Doppelverhältniſſe haben und deshalb 
nach dem letzten Lehrſatz) in perſpectiviſche Lagen gebracht werden können, 
nennt man projectiviſch, auch homographiſch oder conform. 
Sie bilden ein wichtiges Betrachtungsmittel in der ſogenannten „neueren 
Geometrie“, deren Hauptſchöpfer Steiner durch ſein Werk „Syſte⸗ 
matiſche Entwickelung der Abhängigkeit geometriſcher Geſtalten von ein⸗ 
ander“, Berlin 1832, geworden iſt. Hier können wir uns jedoch nicht 
im Allgemeinen eingehender mit ihnen befaſſen, ſondern müſſen uns auf 
die Grundeigenſchaften einer beſonderen Art von ihnen, der harmoniſchen, 
beſchränken. 


$. 187. 
Lehrfah. 


Jede Diagonale eines Vierſeits wird durch die Eden 
und die Schnittpunkte der andern Diagonalen harmoniſch 
getheilt. 

Vrſ. Es iſt ein Vier⸗ 
ſeit 43 DEF gegeben, 
deſſen Diagonalen AD, 
BE, ¶ F ſich in den Punkten 
X. V, 4 ſchneiden. 

Beh. Jede Diagonale 
iſt in den vier auf ihr be⸗ 
nannten Punkten harmo⸗ 
niſch getheilt. 

Bew. Um den Be⸗ 
weis für eine beliebige 
Diagonale FC zu führen, wähle man unter den über ihr liegenden Drei⸗ 
ecken ein beliebiges, etwa A FCA, aus und wende auf daſſelbe den 
Cevaſchen und den Menelaiſchen Satz an, für welche die Figur alle 
Linien bietet. 

Es geben nehmlich die drei durch D gehenden Ecktransverſalen des 
Fe die Gleichung: 

FF. CE. AB CFT. FB AE, . . 182, L. I 
und da daſſelbe A FCA auch von der Transverſale Z EBB geſchnitten 
wird, ſo iſt ferner: 
F. CE. AB CL TFB AE. . . . 180, L. I. 
6 * 
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Dividirt man aber die erſte Gleichung durch die zweite, fo erhält 
man ſofort: 


Fr cr 
e 
Aufgabe. 


Zu drei gegebenen Punkten einer Graden den vierten 
harmoniſchen Punkt zu finden. 

Aufl. Der ſo eben bewieſene Satz giebt die Anleitung zu folgender 
Conſtruction: 

Man errichte über der Entfernung derjenigen Punkte T und C der 
obigen Figur), welche conjugirt fein ſollen, ein A FCA, ziehe durch den 
dritten gegebenen Punkt 2 eine Transverſale Z EB, verbinde die Schnitt⸗ 
punkte E und B kreuzweiſe mit den Ecken F und C und ziehe durch den 
Durchſchnittspunkt Y derſelben die Grade 4 F. 

Wie die Punkte F, C, Z auf einander folgen, iſt bei dieſer Conſtruction 
völlig gleichgültig. 


Acholie. 

Dieſe Conſtruction hat den großen Vorzug vor allen ſonſt möglichen, 
daß nur das Poſtulat I, durch zwei Punkte eine Grade zu ziehen, in 
Anwendung kommt. f 

Sonſt werden harmoniſche Büſchel auch dadurch erhalten, daß man 
einen Winkel und feinen Nebenwinkel halbiert §. 184, Z. III), daß man 
in einem Dreieck von einer Ecke aus die Mittellinie und die Parallele 
zur Gegenſeite zieht §. 185, Z. III, u. ſ. w. 


$. 188. 
LehrſatzZ I (des Apollonius ). 
Der Kreis, welcher die Entfernung zweier conjugirten 
harmoniſchen Punkte zum Durchmeſſer hat, iſt der geome-⸗ 


1) Apollon ius aus Perga in Pamphylien um 240 v. Chr. unter Ptolemäus 
Soter zu Alexandrien lehrend publicirte dieſen Satz in feinem Buche über „ebene 
Orter“. — Apolloniſcher Kreis. 

Von dem Hauptwerk des Apollonius „Acht Bücher über die Kegelſchnitte“ ſind 
uns die vier erſten griechiſch, die drei folgenden in der arabiſchen überſetzung erhalten. 

Apollonius, Euklides geb. um 300 v. Chr. zu Alexandrien, ein Schüler Platos), 
Archimedes geb. zu Syracus um 287 v. Chr.) und Diophantus (um 160 oder 360 
n. Chr. zu Alexandrien, berühmt durch ſeine Entdeckungen in der Algebra, d. i. in 
der Lehre von der Auflöſung der Gleichungen) werden häufig als die vier größten 
Mathematiker des Alterthums genannt. 
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metriſche Ort aller Punkte, deren Entfernungen von den 
beiden andern conjugirten Punkten ein übereinſtimmendes 
Verhältnis haben. Die beiden Nebenwinkel, welche die 
letzteren bilden, werden von den andern conjugirten Strahlen 
halbiert. 

Vrſ. A, B, A, Bi find 
harmoniſche Punkte; durch die⸗ 
ſelben gehen die Strahlen eines 
Büſchels, deſſen Scheitel P auf 
einem über BB, als Durchmeſſer 
gezogenen Kreiſe liegt. 

Beh. Es iſt: 
11 
A 

Bew. Zieht man durch B eine Parallele zu PB), welche PA in 
und PA, in C ſchneidet, fo iſt 

BO = BGU . . 185, Z. II. 

Ferner iſt bei den Parallelen CC, und PBI: 

. CBP BPB. , 

alſo: ACBP=/ CBP; 

mithin: „ T As (sıes) 
ABPO—./ Bd; 

und im A 4A: 


PA BA 
— 1 
Pr = Hi . . . 152, L. ie 
Aufn. 


Stehen zwei conjugirte Strahlen eines harmonischen 
Büſchels auf einander ſenkrecht, fo halbieren fie die Winkel 
der beiden andern. 


Lehrſatz II. 


Zieht man über der Entfernung zweier conjugirten 
harmoniſchen Punkte als Durchmeſſer einen Kreis und 
bildet das Verhältnis der Entfernungen der im Außen- und 
im Innenfelde liegenden anderen conjugirten Punkte von 
einem Punkte der Ebene, ſo iſt dieſes Verhältnis kleiner 
oder größer als das entſprechende harmoniſche, je nachdem 
jener Punkt außerhalb oder innerhalb des Kreisfeldes liegt. 
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Bew. Es feien A, B, Al. 
Bi die vier harmoniſchen Punkte; 
BB, ſei Durchmeſſer eines Kreiſes, 
P ein Punkt der Ebene, von wel⸗ 
chem die Graden PA und PA, 
ausgehen. Wir müſſen zwei Fälle 
unterſcheiden: 
IJ. Der Punkt P liegt 
außerhalb des Kreisfeldes. 
Dann ſchneidet die Grade PA, 
den Kreis in einem Punkte Q und 
es iſt nach Lehrſ. I: 
04 _BA_ BA — 
241 BA, B. 4 
Da nun ein Bruch, welcher > 1 ift, abnimmt, wenn man Zahler 
und Nenner um gleich viel ar fo hat man: 
BA QA+PQ 
Ban 4 — 4. UA Q4A + PQ' 
mithin, weil im A PQA die Ungleichung QA—+ PQ> PA exiſtirt: 


was zu beweiſen war. 

II. Der Punkt Pliegt innerhalb des Kreisfeldes. 

Dann ſchneidet die Verlänge⸗ 
rung von A1 den Kreis in einem 
Punkte 2; und es iſt nach Lehrſ. I: 

RA BA BIA 

IR BA, 7,2" 
mithin nach dem fo eben citirten 
und unten bewieſenen arithmetiſchen 


Satze: 
IRA, RA RA— RP 
ee ee 
Nimmt man hinzu, daß RA— RP<PA ift, fo geht hieraus hervor: 
34 A 
Har Y Fir 


was zu beweiſen war. 


1) Sind nehmlich a, 5 und z abſolute Zahlen, To ergeben ſich aus der Un⸗ 
gleichung a > 5 die folgenden: 
ab ＋ ar Dab , br, 
400 +2, la U. F Ns 
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£ehrfaß III. 

Der geometrifhe Ort eines Punktes, deſſen Entfer⸗ 
nungen von zwei gegebenen Punkten ein gegebenes Ver— 
hältnis haben, iſt der Kreis über der Entfernung der bei- 
den andern unter ſich conjugirten harmoniſchen Punkte, 
welche durch jenes Verhältnis beſtimmt werden. — Iſt das 
Abſtandsverhältnis — 1, jo degenerirt der Kreis in die 
ſenkrechte Halbierungsgrade des Abſtands der gegebenen 


Punkte. 
Beweis dieſer Umkehrung von L. I indirect. 
$. 189. 
Lehr ſaßh. 


Beſtimmt man auf der graden Verbindungslinie zweier 
entſprechenden Punkte ähnlicher Figuren die beiden andern 
nach dem Ahnlichkeitsverhältnis einander zugeordneten 
harmoniſchen Punkte und zieht über ihrer Entfernung als 
Durchmeſſer einen Kreis, ſo geht dieſer durch den Ahnlich⸗ 
keitspunkt der beiden Figuren, — ſei der letztere iſotrop 
oder antitrop. 

— Denn find A und A, ee Punkte ähnlicher Figuren 


und P der Ahnlichkeitspunkt, alſo 7 das Ahnlichkeitsverhältnis, ſo 


kann P nach $. 188, L. III 1 anders als auf dem Kreiſe 
liegen, welcher auf der Graden AA, einen Durchmeſſer BB, bat und 
dieſelbe nach dem Verhältnis 


PA = BA, — Di 
PA, = BA, >; 141 
ſchneidet. 
Aufgabe. 


Deu iſotropen oder antitrepen ſchiefen Ahnlichkeits— 
punkt zweier ähnlichen Figuren zu finden, bei welchen die 
Zuordnung dreier Punktpaare bekannt iſt. 

Anal. Je zwei Punktpaare beſtimmen nach dem letzten Lehrſatz einen 
Apolloniſchen Kreis, auf welchem der Ahnlichkeitspunkt liegen muß. Zwei 
ſolche Kreiſe haben aber zwei Schnittpunkte und reichen deshalb nicht 
aus, um einen Punkt zu beſtimmen, ſondern es kann die Auswahl zwiſchen 
beiden Punkten erſt getroffen werden, nachdem man aus dem dritten ge⸗ 
gebenen Punktpaare erſehen hat, ob die ähnlichen Figuren iſotrop oder 
antitrop liegen. 
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Scholie. 

Der Apolloniſche Kreis tann oft mit Vortheil bei Dreiecksaufgaben 
verwandt werden, wenn das Verhältnis zweier Seiten oder die Halbierungs⸗ 
linie eines Winkels gegeben iſt. 

Beſonders wichtig ſind aber einige andere Eigenſchaften, welche im 
Folgenden noch angedeutet werden ſollen, nachdem die harmoniſche Pro⸗ 
portion vorher in Bezug auf ihn zwei bemerkenswerthe Transformationen 
erfahren hat. 

$. 190. 
Lehrſatz I. 
Bezeichnet man bei den harmoniſchen Punkten A, B, 


, Bi den Radius des Apolloniſchen Kreiſes über BB, 
durch r, die Strecken 514 und . A4, durch a und 4, fo tft: 


Bew. Es iſt: 
Z, 1 2 BA 
Bı4ı >. BA, 


. Arithm. $. 43. 


Dividirt man die erſte und die letzte Seite dieſer Gleichung durch a, 
ſo ergiebt ſich: 


Lehrſatz II. 
Bezeichnet man bei den harmoniſchen Punkten A, B, 
Al, Bi durch CO das Centrum und durch r den Radius des 
Apolloniſchen Kreiſes über BB,, fo iſt: 


CA. CA r. 
Bew. Es iſt: 
BM 4 
BA Ba’ 
alſo: 2 * 5 
F K Orr SR 
en ee e le Arithm. §. 43. 
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Aus der Gleichheit der beiden letzten Ausdrücke folgt: 
CA. CA = 1. 


Ju ſätze. 

I. Jeder Kreis, welcher durch zwei conjugirte har- 
moniſche Punkte geht, ſchneidet ſich mit dem Apolloniſchen 
Kreiſe über den beiden andern rechtwinklig; d. h.: die 
Kreiſe ſchneiden ſich fo, daß in jedem Durchſchnittspunkt 
die Tangenten der beiden Kreiſe rechtwinklig zu einander 
ſtehen (mit einem Radius des andern Kreiſes zufammen- 
fallen). 

— Denn zieht man 
in dem Apolloniſchen Kreiſe 
über BB, den Radius CP 
nach einem Punkte P, in 
welchem jener von einem 
durch die beiden andern 
conjugirten Punkte A und 
A, hindurchgehenden zwei⸗ 
ten Kreiſe um C' geſchnit⸗ 
ten wird, fo iſt C eine 
Tangente des letzteren, weil 
nach Lehrſ. II 

CPI CA. CA 

iſt. Mithin iſt CPO = A, und C’P Tangente des Kreiſes um C. 

II. Schneiden ſich zwei Kreiſe rechtwinklig, ſo wird 
jeder Durchmeſſer des einen Kreiſes in ſeinen Schnitt— 
punkten mit beiden Kreiſen harmoniſch getheilt. 

— Denn da OP Tangente und CA,A Secante des andern 
Kreiſes iſt, ſo folgt 


EP? = C GA, 
weshalb die vier Punkte A, B, A1, B nach Lehrſ. II harmoniſch ſind. 
$. 191. 
RAefinition. 
Ein harmoniſcher Punkt und die durch den conjugirten 


Punkt gehende Senkrechte zur harmoniſch getheilten Gra— 
den heißen Pol!) und Polare von einander für den Kreis, in 


1) gehe (von reAonaı), die Axe. 
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welchem die beiden andern conjugirten Punkte Endpunkte 
eines Durchmeſſers ſind. — Die beiden erſtgenannten 
Punkte heißen reciprok! zu einander für dieſen Kreis. 


. 1 Z. B. heißt AX die 
2 Polare des Poles Al, AIX 
die Polare des Poles A für 
den Kreis über BB, um C, 
wenn A, A1, B, BI har⸗ 
moniſche Punkte ſind und 
die Graden AX und A1 XI 
auf AB ſenkrecht ſtehen. A 
und A, heißen reciproke 
Punkte für dieſen Kreis. 


Zu ſätze. 


I. Pol und Polare liegen ſtets auf einer Seite des 
Kreiscentrums; der zur Polaren ſenkrechte Durchmeſſer 
geht durch deren Pol. — Zu jedem Pol gehört nur eine 
Polare; und umgekehrt. 

II. Das Product der Entfernungen eines Pols und 
ſeiner Polaren vom Kreiscentrum iſt gleich dem Quadrat 
des Radius: 

CA. CA = . . . 190, L. II. 

III. Der Pol einer Tangente iſt der Berührungspunkt; 
und umgekehrt hat jeder Punkt des Kreiſes die durch ihn 
gezogene Tangente zur Polaren. — Die Polaren aller 
außerhalb des Kreisfeldes liegenden Pole ſind Secanten 
des Kreiſes, die Polaren aller im Kreisfelde liegenden 
Pole gehen bei ihm vorbei. — Nähert ſich der Pol dem 
Kreiscentrum, ſo rückt die Polare ins Unendliche hinaus; 
und umgekehrt. 

IV. Jeder Kreis, welcher durch zwei reciproke Punkte 
eines Kreiſes hindurchgeht, ſchneidet ſich mit demſelben 
rechtwinklig. 

i 


1) Wegen der in 9. 190, L. II bewieſenen Eigenſchaft 
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$. 192. 
Lehrfab. 


Ein Kreis, ein Punkt und feine Polare für den Kreis 
theilen jede Grade, welche durch fie hindurchgeht, bar- 
moniſch. 

Vrſ. Für einen Kreis um C ſeien A und A, zwei reciproke Punkte. 
Durch A, iſt eine Grade gelegt, welche vom Kreiſe in Y und 2, von 
der durch A gehenden) Polaren des Poles A, in X geſchnitten wird. 


A 23 
Ae 


Beh. Die vier Punkte A, F, X, Z find harmoniſch. 

Bew. Zieht man über AX als Durchmeſſer einen Kreis, fe 
geht dieſer durch den Punkt A, weil nach der Vrſ. und nach §. 191, D. 
ff AAX = iſt. Die beiden Kreiſe ſchneiden ſich aber rechtwinklig, 
weil A und A, als reciprok für den Kreis um C gegeben find (8. 191, 
3. IV). Folglich trifft die Beh. nach §. 190, Z. II zu. 


Anm. Es gelten alle Umkehrungen dieſes Satzes. 


Scho lie. 


Wie der ſo eben bewieſene Satz zeigt, ſind Pol und Polare geeignet, 
die ganze Schaar derjenigen Kreiſe zu erſetzen, welche einen gegebenen 
Kreis rechtwinklig ſchneiden und durch einen gegebenen Punkt hindurch 
gehen. 
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$. 193. 
Lehrſatz. 

Die Polaren ſämmtlicher Punkte, welche auf einer 
Graden liegen, ſchneiden ſich in dem Pol der letzteren; und 
umgekehrt liegen die Pole aller Graden, welche durch einen 
Punkt gehen, in der Polaren dieſes Punktes. 

Bew. Sind A und A, für den 
Kreis um C zwei reciproke Punkte, und 
geht außer der Graden CA von C 
eine zweite Grade aus, welche die Polare 
von A, in X trifft und von der von 
Ai aus auf ſie gefällten Senkrechten 
in X, geichnitten wird, fo läßt ſich 
um das Viereck AX XI Ai ein Kreis 
legen, weil die Gegenwinkel bei 4 und 
X, rechte ſind. 

Mithin iſt: 

CX. CX. = CA. CA. ri, 
wodurch die Punkte X und X, als 
reciproke Punkte für den Kreis um G 
erkannt werden. — Hieraus folgt aber 
mit Rückſicht auf die in §. 191 ge⸗ 
gebenen Definitionen das, was be⸗ 
hauptet wird. 


Inſätze. 

J. Dreht man eine Grade um einen feſten Punkt, fo 
beſchreibt ihr Pol eine Grade, nehmlich die Polare des 
Drehungspunktes; und beſchreibt ein Punkt eine Grade, 
ſo dreht ſich ihre Polare um einen feſten Punkt, nehmlich 
den Pol jener Graden. 

II. Beſchreibt der eine von zwei rveciprofen Punkten 
eines Kreiſes eine Grade, welche nicht durch das Kreis- 
centrum geht, fo beſchreibt der andere einen durch das⸗ 
ſelbe hindurchgehenden Kreis, in welchem der letztgenannte 
Punkt und der Pol jener Graden die entgegengeſetzten 
Enden eines Durchmeſſers ſind; und umgekehrt. 

— Dies geſchieht nehmlich deshalb, weil der CXA L iſt. 
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$. 194. 
Lehrſatz. 


Je zwei veciprofe Punkte liegen fo, daß der eine die 
„Berührungsſehne“ der von dem andern ausgehenden Tan⸗ 
genten halbiert, d. i. diejenige Sehne, welche die Berüb- 
rungspunkte der beiden Tangenten verbindet. — Die Polare 
des äußeren iſt die Berührungsſecante, die Polare des 
inneren Punktes iſt die Halbierungslinie des Nebenwinkels 
des Winkels der Tangenten. 

Bew. Gehen von dem 
Punkte 4 die beiden Tangenten 
AX, und AX an den Kreis 
um C, jo iſt X, der Pol von 
AX,, Xi“ der Pol von AX!“ 
($. 191, Z. III). Mithin iſt A 
der Pol der Graden XI XI“, 
weil die Polaren der Punkte X, 
und X, ſich in A ſchneiden 
(§. 193). Der reciproke Punkt 
von A liegt in XI XI“, weil die 
Polare eines Punktes durch feinen reciproken Punkt hindurchgeht (§. 191, D.), 
und außerdem liegt er in C ebenfalls nach §. 191, D.). Folglich iſt 
A, der reciproke Punkt zu A. Endlich iſt die Grade AX, welche den 
Nebenwinkel von / XIAXI' halbiert, auf CA ſenkrecht und deshalb die 
Polare zu Ar. 


Zuſätze. 

I. Schneiden ſich zwei Kreiſe rechtwinklig, fo iſt ihre 
gemeinſame Secaute die Polare des einen Kreiscentrums 
für den andern Kreis. 

II. Alle gemeinſchaftlichen Sehnen der einzelnen 
Kreiſe, welche durch dieſelben zwei reciproken Punkte eines 
Kreiſes hindurchgehen, mit dieſem Kreiſe ſchneiden ſich in 
einem Punkte, welcher auf der graden Verbindungslinie 
der reciproken Punkte liegt und mit dem Mittelpunkte des 
Abſtandes der letzteren von einander reciprok iſt. 

III. Die Berührungs ſecanten je zweier Kreistangenten, 
welche von den einzelnen Punkten einer Graden ausgehen, 
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ſchneiden ſich in einem Punkte. Durch denſelben Punkt 
gehen auch die Halbierungslinien der Nebenwinkel von den 
Winkeln ſolcher Tangentenpaare, deren Berührungsſehnen 
von jener Graden halbiert werden. 

IV. Je zwei Kreistangenten, deren Berührungspunkte 
auf den einzelnen Graden eines Büſchels liegen, ſchneiden 
ſich in Punkten einer einzigen Graden. 

V. (Der Brianchonſche Satz.) In jedem um einen Kreis 
beſchriebenen Sechseck gehen diejenigen drei Diagonalen, 
welche die einander gegenüber liegenden Ecken verbinden, 
durch einen Punkt. 

— Denn die Pole dieſer Diagonalen, nehmlich die Durchſchnitts⸗ 
punkte der Gegenſeiten des Sechsecks der Berührungspunkte, liegen 
nach dem Pascalſchen Satze ($. 183, IX) auf einer Graden. 

Anm. Aus dieſem Satze, wie aus dem Pascalſchen, läßt 
ſich durch das Zuſammenſchieben zweier Ecken in einen Punkt, leicht 
eine Reihe von Sätzen über Fünfecke, Vierecke und Dreiecke ableiten. 


§. 195. 
Lehrſatz. 

Zieht man die ſechs graden Linien, welche durch vier 
Punkte eines Kreiſes beſtimmt werden, ſo liegen von den 
drei neuen Durchſchnittspunkten je zwei auf der Polaren 
des dritten. 

Bew. Liegen die vier 
Punkte A, B, C, D auf einem 
Kreiſe, und wird der Durch⸗ 
ſchnittspunkt von AB und CD 
durch X, der Durchſchnitts⸗ 
punkt von 40 und BD durch 
F, der Durchſchnittspunkt von 
AD und BC durch Z be 
zeichnet, jo wird jede von den 
beiden Graden, welche ſich in 
einem der Punkte X oder V 
oder Z treffen, als Diagonale 
eines Vierſeits harmoniſch ge⸗ 
theilt, wenn man noch die 
Grade durch die beiden andern 
Punkte zieht (§. 187). 
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Zieht man z. B. die Grade XY, welche ſich mit AD in U und 
mit 50 in J treffe, fo ſind Z, A, U, D und ebenſo Z. B, Y, C 
harmoniſche Punkte. Deshalb aber iſt XV die Polare von 2 (F. 192). 


Ju ſätze. 

Dreht man zwei grade Linien, welche ſich mit einem 
Kreiſe ſchneiden, oder eine von ihnen, um ihren Durch— 
ſchnittspunkt, ſo gleiten die beiden Durchſchnittspunkte 
derjenigen Graden, welche die getroffenen Punkte des 
Kreiſes mit einander verbinden, auf einer feſten Graden; 
und umgekehrt. 


Aufgaben. 

J. Die Polare eines gegebenen Punktes für einen ge- 
gebenen Kreis bloß durch Benutzung des Lineals (Poſtulat I) 
zu conſtruiren. 

II. Den Pol einer gegebenen Graden für einen ge⸗ 
gebenen Kreis bloß durch Benutzung des Lineals zu con— 
ſtruiren. 

III. Von einem Punkte aus die Tangenten an einen Kreis 
bloß mit Hülfe des Lineals zu ziehen. 


§. 196. 
Lehrſatz. 

Jede Diagonale eines um einen Kreis beſchriebenen 
Vierſeits iſt die Polare des Durchſchnittspunkts der beiden 
andern. — In den einzelnen Durchſchnittspunkten der 
Diagonalen treffen ſich außerdem je zwei grade Verbin— 
dungslinien der Berührungspunkte. 

Bew. 4350 % fei ein um einen Kreis beſchriebenes Viereck; AB 
und CD ſchneiden ſich in E. 40 und 50 in F. G, H, J. A find 
die Berührungspunkte der Seiten mit dem Kreiſe. 

Man ziehe noch die Graden, welche durch je zwei von den Berüh⸗ 
rungspunkten G, H, J, K hindurchgehen und benenne mit X den 
Durchſchnittspunkt von 6% und HH, mit Y den Durchſchnittspunkt von 
GH und JK, mit Z den Durchſchnittspunkt von GH und H. 

Dann iſt erſtens 40 die Polare von E, weil die Polaren GH 
und H von A und C (. 194) ſich in 2 ſchneiden ($. 193), und 
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zweitens auch X die Polare von Z (nach §. 195); fo daß die vier 
Punkte A, X, C, Y in einer Graden liegen, weil zu jedem Pol nur 
eine Polare gehört. 

Ebenſo liegen die vier Punkte B, X, D, Z in einer Graden, weil 
ſowohl BD als auch XZ die Polare von P iſt; und endlich liegen ebenfalls 
die vier Punkte E, V. F, Z in einer Graden, weil ſowohl EF als 
auch YZ die Polare von X iſt. 

Da alſo X in 40 und BD, Yin 40 und EF, Z in BD und 
EF liegt, fo fin? X, Y, die Durchſchnittspunkte der Diagonalen des 
um den Kreis beſchriebenen Vierſeits. — Die Eigenſchaft, daß X die 
Polare von Z, YZ die Polare von X, ZX die Polare von J ift, 
ſtand ſchon oben feſt. 
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Zu ſätze. 

I. Beſchreibt man um einen Kreis mehrere Vierſeite 
ſo, daß jedes mit den andern den Durchſchnittspunkt eines 
Diagonalenpaares gemein hat, ſo liegen die dritten Dia— 
gonalen in einer einzigen Graden. 

II. Beſchreibt man um einen Kreis mehrere Vierſeite 
ſo, daß zwei Ecken des einen mit zwei Ecken jedes andern 
in einer Graden liegen, ſo ſchneiden ſich die übrigen Dia— 
gonalen ſämmtlich in einem und demſelben Punkt. 


$. 197. 
Lehrfaß. 

Der geometrifhe Ort eines Punktes, für welchen die 
Differenz der Potenzen) zweier feſten Kreiſe einen ge— 
gebenen Werth hat, iſt eine Senkrechte zur Centralen dieſer 
Kreiſe. 


Bew. Die Potenz des Punktes P für den Kreis um C hat, wenn 
die Grade PC den Kreis in X und J ſchneidet, der Radius mit 7 be⸗ 
zeichnet wird, und PQ ſenkrecht zur Centralen CO, gezogen iſt, den Werth: 

= PX PT (PC-r)(PC+n =P 7 
= P + C72. 


1) Nach $. 160 verſteht man unter der Potenz das Product der beiden Abſtände 
des Punktes von dem Kreiſe auf einer beliebigen Secante, alſo u. A. je nach den 
Umſtänden das Quadrat über der von ihm ausgehenden Tangente oder über der 
Hälfte der in ihm halbierten Sehne. 

Worpitzty, Elemente der Mathematik. IV. 7 
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Bezeichnet man die analogen Stücke beim Kreiſe um dadurch, 
daß man den Buchſtaben den Index 1 anhängt, ſo iſt die Potenz des 
Punktes P für dieſen Kreis 

= e + 2-712. 

Die Differenz der beiden Potenzen iſt mithin 

d= 0 — G - 72 A 712. 

Da dieſer Ausdruck nicht von der Lage des Punktes P auf der 
Graden PQ abhängt, jo iſt erwieſen, daß die Differenz der Potenzen 
ihren Werth nicht ändert, wenn man P auf 22 verſchiebt. 

Verſchiebt man aber den Fußpunkt auf der Centralen, ſo ändert 
d den Werth; denn wenn man der bequemeren Überficht wegen C = 
und CC, = ſetzt, fo iſt 

d = 2c — 2 — 72 E 712 
ein Ausdruck, aus welchem ſich z nicht entfernen läßt. Und umgekehrt 
giebt es für jedes d eine beſtimmte Grade PQ, weil aus dieſer Gleichung 
für jedes beliebige 4 ein ganz beſtimmter Werth von = folgt, nehmlich: 
02 ＋ 72 — 112 ＋ 
20e 1 

Anm. Damit die beiden letzten Gleichungen für alle denkbaren 
Fälle gelten, muß man das in folgender Weiſe einführen: Man 
denke ſich von der Graden, welche durch C und E hindurchgeht, zu⸗ 
nächſt nur diejenige Halbgrade, welche in C endigt und um Cn = e 
verlängert werden muß, damit fie den Punkt Ci erreicht. Dann ſei z 
die poſitive oder negative Strecke, welche bei C zu jener Halbgraden 
addirt werden muß, damit man zum Punkte Q gelangt. 


Definition. 
Unter der Potenzlinie zweier Kreiſe verſteht man den 
geometriſchen Ort eines Punktes, deſſen Potenzen für 
beide Kreiſe gleich groß ſind. 


In ſäße. 

I. Für je zwei nicht concentriſche Kreiſe giebt es eine, 
aber auch nur eine Potenzlinie. Sie iſt eine Grade, welche 
auf der Centralen ſenkrecht ſteht. Ihr Abſtand 8 vom Cen⸗ 
trum C, nach der Richtung zum andern Centrum G hin als 
poſitiv gerechnet, wird durch die Formel 
02 E — 112 

26 


K 
7 


ausgedrückt. 


www.rcin.org.pl 


— 99 u 


— Hr nehmlich = 0, fo hat der Bruch auf der rechten Seite 
dieſer Gleichung keine Bedeutung. 

II. Die Potenzlinie liegt vom Centrum des größeren 
Kreiſes aus nach derſelben Richtung, wie das Centrum des 
kleineren Kreiſes. 

— Denn & wird für 171 ſtets poſitiv. 

III. Die Potenzlinie liegt in der Mitte zwiſchen je zwei 
Graden, deren Potenzendifferenz für die Kreiſe ſich nur 
durch das Vorzeichen unterſcheidet. 

— Denn nimmt x den Werth z’ an, ſobald d durch (— di er⸗ 
ſetzt wird, ſo hat man nach dem Obigen: 
. e+r—r?+d PIE: 02 7 — 112 — d. 
20 60 20 2 
alſo: 
b - 6 
* — FE E- 

IV. Die Potenzlinie liegt in der Mitte zwiſchen den 
Polaren der einzelnen Kreiscentra für den andern Kreis. 
— Die Potenzendifferenz der einen Polaren iſt, abſolut 
genommen, ſo groß, wie diejenige der andern, nehmlich 
= ＋ 2 ＋ 1 — 9). 

— Denn bezeichnet man durch & und =’ die Entfernungen des 
Punktes C von den Polaren, fo iſt nach dem Begriff der letzteren: 


r Ce 
alſo: 
02 72 — 712 
% LA = , 
2 72 ＋ 112 — e 
x — 5 = — 2 Err 


20 
Endlich ergeben ſich durch Subſtitution dieſer Werthe von & und 
z in den Ausdruck für d die Werthe 
72 ＋ 7112 — 2 und — (72 - 712 — . 
V. Die Potenzlinie liegt dem Centrum des kleineren 
Kreiſes näher als demjenigen des größeren Kreiſes. 
— Denn wird der Abſtand der Potenzlinie von Ci in ähnlicher 
Weiſe durch &, bezeichnet, wie & den Abſtand von C angiebt, ſo iſt 
nach Z. I: 
@e+r!—r? 


m 


02 — 2 ＋ 12 
20 N 
7 * 
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Bezeichnet man die analogen Stücke beim Kreiſe um dadurch, 
daß man den Buchſtaben den Index 1 anhängt, ſo iſt die Potenz des 
Punktes P für dieſen Kreis 

= n + d- 712. 

Die Differenz der beiden Potenzen iſt mithin 

d= 00. - 72 ＋ 712. 

Da dieſer Ausdruck nicht von der Lage des Punktes P auf der 
Graden PQ abhängt, fo iſt erwieſen, daß die Differenz der Potenzen 
ihren Werth nicht ändert, wenn man P auf 7 verſchiebt. 

Verſchiebt man aber den Fußpunkt Q auf der Centralen, fo ändert 
d ven Werth; denn wenn man der bequemeren Überſicht wegen CQ = 
und CC, a fetzt, fo iſt 

2c - 2 — 72 712 
ein Ausdruck, aus welchem ſich nicht entfernen läßt. Und umgekehrt 
giebt es für jedes d eine beſtimmte Grade PQ, weil aus dieſer Gleichung 
für jedes beliebige 4 ein ganz beſtimmter Werth von = folgt, nehmlich: 
02 ＋ 72 — 112 
20 f 

Anm. Damit die beiden letzten Gleichungen für alle denkbaren 
Fälle gelten, muß man das z in folgender Weiſe einführen: Man 
denke ſich von der Graden, welche durch C und G hindurchgeht, zu⸗ 
nächſt nur diejenige Halbgrade, welche in C endigt und um CC = 
verlängert werden muß, damit fie den Punkt i erreicht. Dann fei x 
die poſitive oder negative Strecke, welche bei C zu jener Halbgraden 
addirt werden muß, damit man zum Punkte Q gelangt. 


Definition. 
Unter der Potenzlinie zweier Kreiſe verſteht man den 
geometriſchen Ort eines Punktes, deſſen Potenzen für 
beide Kreiſe gleich groß ſind. 


In ſäte. 

I. Für je zwei nicht concentriſche Kreiſe giebt es eine, 
aber auch nur eine Potenzlinie. Sie iſt eine Grade, welche 
auf der Centralen ſenkrecht ſteht. Ihr Abſtand d vom Cen⸗ 
trum C, nach der Richtung zum andern Centrum G hin als 
poſitiv gerechnet, wird durch die Formel 

1 
— 20 
ausgedrückt. 
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— Iſt nehmlich = 0, fo hat der Bruch auf der rechten Seite 
dieſer Gleichung keine Bedeutung. 

II. Die Potenzlinie liegt vom Centrum des größeren 
Kreiſes aus nach derſelben Richtung, wie das Centrum des 
kleineren Kreiſes. 

— Denn & wird für r >», ſtets poſitiv. 

III. Die Potenzlinie liegt in der Mitte zwiſchen je zwei 
Graden, deren Potenzendifferenz für die Kreiſe ſich nur 
durch das Vorzeichen unterſcheidet. 

— Denn nimmt = den Werth =’ an, ſobald d durch ( ) er⸗ 
ſetzt wird, ſo hat man nach dem Obigen: 
02 ＋ i d „end. 


* 


* 20 20 9 


alſo: 


IV. Die Potenzlinie liegt in der Mitte zwiſchen den 
Polaren der einzelnen Kreiscentra für den andern Kreis. 
— Die Potenzendifferenz der einen Polaren iſt, abſolut 
genommen, fo groß, wie diejenige der andern, nehmlich 
＋ (ir ＋ 712 — ed). 

— Denn bezeichnet man durch & und =’ die Entfernungen des 
Punktes C von den Polaren, jo iſt nach dem Begriff der letzteren: 
c —=r, e. = n?; 

alſo: 
2 ＋ 2 = — = gt, 
72 ＋ 712 — 2 

20 

Endlich ergeben ſich durch Subſtitution dieſer Werthe von =’ und 
z in den Ausdruck für d die Werthe 

72 ＋ 712 — e und — (72 ＋ i: — ec. 

V. Die Potenzlinie liegt dem Centrum des kleineren 
Kreiſes näher als demjenigen des größeren Kreiſes. 

— Denn wird der Abſtand der Potenzlinie von C, in ähnlicher 
Weiſe durch ki bezeichnet, wie 5 den Abſtand von C angiebt, fo iſt 
nach Z. I: 


* — = E — 2 = 


2 2 2 0 
E 2 ET — ri? „ 2 2 1 
9 r ’ 


2c 20 
7 * 
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u ner! denken) 
0 e 
fo daß die Differenzen (E—&) und (r—r,) daſſelbe Vorzeichen haben. 
VI. Die Potenzlinie liegt dem größeren Kreiſe näher 
als dem kleineren. 
— Wir ſetzen r ri voraus. 
Liegt nun die Potenzlinie zwiſchen C und Ci, fo ſind ihre Ent⸗ 
fernungen von den Kreiſen die abſoluten Werthe von 5 — 7) und E — 11). 
Es iſt aber: 


[2 


a e En = m I 
2c 2c 20 K 
mithin 
E — Teer e ri) 
an ern e 


was jedenfalls einen echten Bruch giebt. 

Liegt die Potenzlinie über Ci hinaus, fo iſt ihr Abſtand von dem 
Kreiſe um Ci der abſolute Werth von 
B e+rorn? _ (chn)’—or (er ATri ler ri] 


2e 20 20 E 
und es folgt, daß der abſolute Werth von 
E— 1 e—r—r 


e+n-E c+r+n 
das Verhältnis der Abſtände der Potenzlinie von beiden Kreiſen iſt. 
Dieſer Werth iſt aber ebenfalls < 1. 


$. 198. 
Rehrfaß J. 

Die Potenzlinie zweier Kreiſe, welche ſich ſchneiden 
oder berühren, iſt die gemeinſame Secante oder Tangente. 
Und umgekehrt: Hat die Potenzlinie mit dem einen Kreiſe 
einen Punkt gemein, fo geht der andere Kreis durch den» 
ſelben Punkt. 

Bew. Haben die beiden Kreiſe 
Ip die Punkte A und B gemein, jo tit 
die Grade AB die Potenzlinie, weil 
jeder auf ihr liegende Punkt P für 
beide Kreiſe die Potenz PA. PB hat. 
Und umgekehrt muß der zweite Kreis 
durch jeden Punkt 4 gehen, in welchem 
ſich die Potenzlinie mit dem erſten 
Kreiſe treffen mag; denn da die Potenz 
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des Punktes A für den erſten Kreis — 0 iſt, fo muß fie auch für den 
zweiten Kreis — 0 fein. 

Fallen die Punkte A und B zuſammen, fo geht AB in die Tan⸗ 
gente über. 


Lehrſatz II. 


Die Potenzlinie zweier Kreiſe, deren Felder keinen 
gemeinſamen Punkt beſitzen, liegt zwiſchen denſelben. 


Bew. Sind X und Y die Halbierungspunkte zweier gemeinſamen 
Tangenten AA, und BB,, fo geben X und Y zugleich zwei Punkte 
der Potenzlinie an, weil 

XA—XA?, TB = YB: 
iſt. Daß die Potenzlinie X zwiſchen C und c hindurchgeht, iſt un⸗ 
mittelbar erſichtlich, und daß ſie keinen der Kreiſe trifft, folgt aus L. I. 


eehrſatz III. 


Die Potenzlinie zweier Kreiſe, von denen der eine 
ganz im Felde des andern liegt, befindet ſich im Außen⸗ 
gebiet auf der Seite des kleineren. Für con centriſche 
Kreiſe giebt es jedoch keine Potenzliniey. — Bleiben die 
Radien der Kreiſe unverändert, während man die Centren 
einander unendlich nähert, ſo rückt die Potenzlinie ins 
Unendliche hinaus. 


1) Vergl. §. 197, 3. I. 
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P Bew. Bedeutet r den Ru: 
„ * dius des größeren Kreiſes um C, 
/ N 71 den Radius des kleineren Kreiſes 
„ um Ci, e die Strecke G0. und & 
| Ne die auf der Richtung CO, liegende 
N Strecke CQ, welche der Relation 
5 u 02 4-72 — 112 
\ 20 
. x genügt, jo iſt nach dem vor. $. 
a die auf CC, ſtehende Senkrechte 
70 die Potenzlinie. Dieſelbe hat 
nach L. I mit den Kreiſen keinen Punkt gemein, da die Kreiſe ſich nach 
der Br. nicht treffen. 
Nimmt die Entfernung CC, = e unendlich ab, fo wächſt & unend⸗ 
lich, weil der Grenzwerth des Zählers von Null verſchieden iſt, während 
der Grenzwerth des Nenners — 0 iſt. 


Aufak. 

Die Potenzlinie zweier Kreiſe iſt, jo weit fie außer⸗ 
halb der Felder derſelben liegt, der geometriſche Ort 
eines Punktes, von welchem aus ſich an die beiden gege— 
benen Kreiſe gleiche Tangenten legen, und um welchen mit 
dieſen als Radien ein Kreis gezogen werden kann, welcher 
die erſteren rechtwinklig ſchneidet. Liegt jedoch ein Theil 
der Potenzlinie in den gegebenen Kreisfeldern, fo hal- 
bieren ſich in dieſem gleiche Sehnen derſelben; und ſeine 
Punkte laſſen ſich nicht als Centren von Kreiſen verwen- 
den, welche die gegebenen rechtwinklig ſchnitten. 

— Jeder Kreis, welcher zwei andere rechtwinklig ſchneidet, hat 
ſein Centrum außerhalb der Felder der letzteren. 

— Gäbe es einen die gegebenen Kreiſe rechtwinklig ſchneidenden 
Kreis, deſſen Centrum nicht auf der Potenzlinie liegt, ſo müßten jene 
noch eine zweite Potenzlinie haben; was nicht der Fall iſt ($. 197, Z. I). 


$. 199. 
erhrſaß J. 
Liegen die Centra dreier Kreiſe nicht in grader Linie, 
ſo treffen ſich die drei Potenzlinien, welche ſie zu je zweien 
beſitzen, in einem Punkt dem „Potenzpunkt“ der drei Kreiſe,. 
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Liegen dagegen die Centra in einer Graden, ſo ſind die 
Potenzlinien parallel. 

Bew. Liegen die drei Kreis⸗ 
centra C, C, Ou nicht in einer 
Graden, ſo ſchneiden ſich die drei 
Potenzlinien gegenſeitig, weil ſie auf 
ſolchen Graden (den Centralen) ſenk⸗ 
recht ſtehen, welche Winkel mit ein⸗ 
ander bilden. Verſteht man nun 
unter P den Durchſchnittspunkt der 
Potenzlinien, welche der Kreis um £ 
C, mit den Kreiſen um C und C \ / 
bat, fo find die Potenzen des Punktes 
P für die beiden Kreiſe um O und 
Ci gleich groß, weil fie feiner Potenz für den Kreis um O gleich find. 
Mithin ift P ein Punkt der Potenzlinie der beiden Kreiſe um C und Cx; 
was behauptet wurde. 

Liegen die drei Centra in einer Graden, ſo ſind die Potenzlinien als 
Senkrechte auf derſelben einander parallel. 


In fätze. 

I. Schneiden ſich drei Kreiſe gegenſeitig, fo ſchneiden 
ſich die Sehnen, welche ſie paarweiſe gemein haben, in 
einem Punkte. 

II. Berühren ſich drei Kreiſe gegenſeitig, ſo ſchneiden 
ſich die Tangenten, welche ſie paarweiſe an den einzelnen 
Berührungsſtellen gemein haben, in einem Punkte. 

III. Treffen ſich die Potenzlinien dreier Kreiſe außer— 
halb der Kreisfelder, ſo läßt ſich um ihren Schnittpunkt 
ein Kreis ziehen, welcher die drei erſteren rechtwinklig 
ſchneidet. 


Lehrſatz II. 

Zieht man durch einen Punkt der Potenzlinie zweier 
Kreiſe je eine Secante der letzteren, ſo läßt ſich durch die 
vier erhaltenen Schnittpunkte ein Kreis legen. 

— Denn zieht man an die Kreiſe um C und G von einem 
Punkte P ihrer Potenzlinie die Secanten PAB und PA BI, ſo iſt 
PA: PB= PA PB, weshalb die Behauptung nach §. 161 zutrifft. 
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Aufgabe. 

Die Potenzlinie zweier Kreiſe zu conſtruiren, welche 
keinen Punkt gemein haben. 

Anal. Sind die beiden Kreiſe um C und ©, gegeben, fo liefert 
jeder dritte Kreis, deſſen Centrum außerhalb der Graden CC, angenommen 
wird, und welcher die erſteren ſchneidet, nach obigem Lehrſatz I zwei Se⸗ 
canten, welche ſich in einem Punkte der geſuchten Potenzlinie ſchneiden. — 
Andere Conſtructionsmethoden ergeben ſich aus §. 197 (und auch aus 
den nächſten §§.). 


§. 200. 
Lehrſat. 

Legt man durch den äußeren oder inneren Ahnlichkeits⸗ 
punkt zweier Kreiſe an dieſelben zwei Secanten und zieht 
durch die Schnittpunkte der einzelnen Kreiſe grade Linien, 
ſo ſchneiden ſich unter dieſen diejenigen vier Paare, deren 
Beſtimmungspunkte auf verſchiedenen Kreiſen liegen und 
unter ſich keine der Ahnlichkeit nach entſprechenden ent— 
halten, in Punkten der Potenzlinie. Je vier von dieſen 
Graden, welche zwei Punkte der Potenzlinie beſtimmen und 
nicht paarweiſe parallel ſind, haben ihre übrigen vier 
Durchſchnittspunkte auf einem Kreiſe. Die Potenzlinie 
liegt in der Mitte zwiſchen den Polaren des Ahnlichkeits⸗ 
punktes für die gegebenen Kreiſe, nehmlich zwiſchen den 
Graden, von welchen je zwei Punkte als Durchſchnitts— 
ſtellen der an den einzelnen Kreiſen conſtruirten Graden 
beſtimmt ſind. 

Bew. Von einem Ahulichkeitspunkte S zweier Kreiſe aus find zwei 
grade Linien SABA,B, und SCDC,D, gezogen. Die Benennung der 
Punkte iſt ſo gewählt, daß die der Ahnlichkeit nach ſich entſprechenden 
Punkte nur durch die Indices unterſchieden werden. Schließlich ſind 
durch je zwei ſo erhaltene Punkte der einzelnen Kreiſe grade Linien gelegt. 

Wählen wir nach Willkür bei dem einen Kreiſe zwei fragliche Punkte 
A und D, fo find B, und CO, diejenigen Punkte des zweiten Kreiſes, 
welche jenen der Ähnlichkeit nach nicht entſprechen. Deshalb ſind die 
Graden AD und 51 01 nicht parallel. Wir behaupten, daß ihr 
Durchſchnittspunkt Pin der Potenzlinie liege, und beweiſen es 
dadurch, daß APAB, m APOLD (2w) iſt. Da nehmlich AD = ADI 
iſt (als entſprechende Grade perſpectiviſch gelegener ähnlicher Kreiſe), jo folgt 
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ZPAB=/DAB, 
= . Did BI. . (Periphertew. auf einem Bogen) 
=/PGD, 
und außerdem haben die Dreiecke den Winkel bei P gemeinfam. Mithin ift: 
1 , PA- D = PBI. PG; 


r e 
ſo daß die Potenzen des Punktes P für beide Kreiſe gleich ſind. 

Aus ähnlichen Gründen iſt der Durchſchnittspunkt 2 der Graden 
BD und 41 C1 ein Punkt der Potenzlinie; und die vier Graden ſchneiden 
ſich außer an den ſchon benannten vier Stellen noch in zwei Punkten, 
nehmlich AD und A1 C1 in M, BD und BG in N. Wir be- 
haupten, daß ſich durch N, D, G, Mein Kreis legen läßt, 
und ſehen dieſe Behauptung dadurch beſtätigt, daß 

/ NDM= / ADB 
= /4DB, ... (entfpr. Winkel ähnlicher Fig., 
= , Ai Ci Bi. . . (Peripheriem.) 
iſt. 
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Schneiden ſich 40 und BD in E, AD und BC in F, die ent⸗ 
ſprechenden Graden am andern Kreiſe in Z, und F, fo ſtehen die 
Graden EF und EI TI als Polaren des Punktes 8 F. 195) auf der 
Centralen ſenkrecht und find demnach mit der Potenzlinie PQ parallel. 
Auf dieſer liegt auch der Durchſchnittspunkt k der Graden OB und A1 D1. 
Da nun aber das Viereck FPFR ein Parallelogramm iſt, weil ſich 
ſeine Gegenſeiten der Ahnlichkeit nach entſprechen, ſo wird ſeine Diagonale 
FF, von der andern Diagonale PR halbiert. Mithin liegt die 
Potenzlinie PR in der Mitte zwiſchen den Polaren ET 
und HF. 


In ſag. 

Zieht man durch den äußeren oder inneren Ahnlichkeits— 
punkt zweier Kreiſe eine Grade, welche dieſelben ſchneidet, 
und legt an dieſelben in den Schnittpunkten die Tangenten, 
ſo ſchneiden dieſelben ſich in der Potenzlinie oder in den 
Polaren, je nachdem ſie den verſchiedenen Kreiſen oder 
einem Kreiſe angehören. 


F. 201. 
Lehr ſatz. 

Werden zwei Kreiſe von einer Schaar von Kreiſen 
rechtwinklig geſchnitten, ſo gehen die Secanten, welche 
einer von ihnen mit den Kreiſen der Schaar gemein hat, 
ſämmtlich durch einen Punkt der Centralen jener beiden 
Kreiſe. Dieſe Centrale iſt wiederum Potenzlinie der Kreis- 
ſchaar. Alle Kreiſe, welche zwei einander nicht treffende 
Kreiſe rechtwinklig ſchneiden, gehen durch zwei feſte Punkte 
der Centralen dieſer beiden Kreiſe. 

Bew. Werden zwei Kreiſe um C und C, welche ſich nicht treffen, 
von zwei andern um M und MM, rechtwinklig geſchnitten, jo iſt AZAZ, 
die Potenzlinie der erſteren, CC, die Potenzlinie der andern ($. 198, Z.). 
Da nun bei je zwei Kreiſen, welche ſich rechtwinklig ſchneiden, die ge⸗ 
meinſame Secante Polare des einen Centrums für den andern Kreis iſt 
($. 194, Z. I), und die Polaren der Punkte einer Graden ſämmtlich durch 
den Pol dieſer Graden gehen (§. 193), fo ſchneiden ſich die Secanten, 
welche der Kreis um C mit den Kreiſen der Schaar M. MI, . .. ge 
mein hat, ſämmtlich in einem Punkte P, welcher als Pol der Graden 
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MM, in der auf ihr ſenkrecht ſtehenden Graden CC, liegt. — In ähn⸗ 
licher Weiſe ergiebt ſich beim Kreiſe um C ein analoger feſter Punkt P. 
Und wenn man die Kreiſe um M und M als von einer Schaar Kreiſe 
um C, Ci. . .. rechtwinklig geſchnitten denkt, fo findet man in MM, 
zwei feſte Punkte Q und n, durch welche die gemeinſamen Secanten 
hindurchgehen. 

Daß endlich die Kreiſe um M. MI. ... ſämmtlich durch zwei fefte 
Punkte 4 und A, der Graden CO, hindurchgehen, erhellt in folgender 
Weiſe: Die Kreiſe um M. MI. . .. müſſen die Grade CC, zweimal 
ſchneiden, weil die Punkte P und N in ihren Feldern liegen. Daher 
ſchneiden ſich die Kreiſe um NM. MI, . .. ſämmtlich. Wir wiſſen ferner 
nach dem Obigen, daß CC, die Potenzlinie dieſer ſich ſchueidenden Kreiſe 
iſt, und nach §. 198, L. I, daß die Potenzlinie von Kreiſen, welche ſich 
ſchneiden, durch deren Schnittpunkte hindurchgeht: Mithin ſchneiden ſich 
alle Kreiſe um NM. MI, . . . in zwei Punkten A und A, der Graden CC. 


F. 202. 
Mir Apolloniſche Aufgabe. 


Diejenigen Kreiſe zu conſtruiren, von welchen je drei 
gegebene Kreiſe berührt werden. 

Anal. Sind drei ganz auseinander liegende Kreiſe um C, Ci und 
On gegeben, fo kann man ſich acht Kreiſe vorſtellen, von denen jeder 
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dieſe drei Kreiſe berührt; denn die Berührung kann bei jedem der drei 
letzteren ſowohl eine äußere als auch eine innere ſein. 

Von dieſen acht Kreiſen ſtellen wir uns zunächſt denjenigen Kreis 
vor, welcher ſich mit den Kreiſen um C, C, Cn in den Punkten A, 
Ay, Az von außen berührt, und denjenigen, welcher die inneren Be⸗ 
rührungspunkte 7, , Y liefert, um die zweckdienlichen Eigenſchaften 
der ſo erhaltenen Figur zu ermitteln. — Die fünf fraglichen Kreiſe be⸗ 
zeichnen wir der Kürze wegen mit den großen deutſchen Buchſtaben C, Ci, 
IJ, A 

Zieht man nun die Graden JA, JA, A2, fo enthält jede von 
ihnen den inneren Ahnlichkeitspunkt der beiden geſuchten Kreiſe J und A; 
denn — um es an einer von dieſen Graden für alle nachzuweiſen — ſo 
iſt J der äußere Ahnlichkeitspunkt von C und J, 4 der innere Ahnlich⸗ 
keitspunkt von C und A, weshalb der innere Ahnlichkeitspunkt von J und 
A nach $. 183, L. VIII auf der Graden JA liegt. Daher ſchneiden ſich 
die Graden JA, JA, JA, in einem Punkt, welcher P heißen mag. 

Von denſelben Graden wird der Kreis A noch einmal gejchnitten, 
beziehungsweiſe in Q, i, Oz; und es iſt wegen der jo eben bewieſenen 
Eigenſchaft des Punktes P für die Kreiſe J und A: 

E Ph 7ER 
Zi I m 
Multiplicirt man aber dieſe Gleichung mit der folgenden: 
e — PA PO. 
ſo ergiebt ſich: 


PA-PJ= PA PII = PA, PI, 
wodurch angezeigt wird, daß P der Potenzpunkt der drei Kreiſe 
C, Ci, & iſt (§. 199), alſo ein Punkt, welchen man ohne Kenntnis der 
Kreiſe A und J conſtruiren kann. 

Die Graden N und AA, ſchneiden ſich in einem Punkte Ze, 
J: und A142 in R, i und 424 in Ri. Dieſe drei Punkte 
R, Ri, z liegen in der Potenzlinie der beiden geſuchten 
Kreiſe J und A; denn — um wieder einen von ihnen als Vertreter 
von allen zu behandeln — ſo erſieht man aus der letzten Gleichung, daß 
ſich durch die vier Punkte 7. A, A.. J ein Kreis legen läßt, weshalb 

Rz Tai = TA FA 
iſt; und dies zeigt den Punkt A, als einen Punkt der Potenzlinie von 
J und A an. 

Dieſelbe Grade RRI Rz iſt aber auch die äußere Ahn⸗ 

lichkeitsaxe der drei gegebenen Kreiſe C, Ci, C2. Denn da 
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äußerer Ahnlichkeitspunkt von C und J. J. äußerer Ahnlichkeitspunkt 
von Ci und J iſt, fo liegt der äußere Ahnlichkeitspunkt von C und Ci 
auf der Graden ZI; (F. 183, L. VIII); und da er aus ähnlichen Grün⸗ 
den auf der Graden AA, liegen muß, fo ift Ez der äußere Ahnlichkeits⸗ 
punkt von C und &. — Auf analoge Weiſe folgert man, daß Ki und 
R die äußeren Ahnlichkeitspunkte von C und C2, beziehungsweiſe von 
Ci und & find. 

Man kann mithin die Potenzlinie RAR, R, der beiden geſuchten Kreiſe 
J und A conſtruiren. 

Legt man nun an den Kreis J in den Punkten J. I, Ja die Tan⸗ 
genten heran, fo ſchneiden ſich dieſe mit der Potenzlinie AR,R, in 
Punkten §, Si, 5, von denen aus die Tangenten an den Kreis A be- 
ziehungsweiſe mit ST, SI Ji, 82% gleich find, und da dieſe zugleich 
Tangenten an die Kreiſe C, Ci, Cs find, fo müſſen fie auch den zweiten 
Tangenten gleich fein, welche von S, Ci, 5, an die letztgenannten Kreiſe 
gehen. Hieraus folgt, daß die Graden SA, SI Al, 5A, in den Punkten 
A, Ai, Az gemeinſchaftliche Tangenten derjenigen Kreiſe find, welche ſich 
in dieſen Punkten berühren. 

Mithin find die Graden JA, JA, JA: die Polaren der Punkte 
S, 8, 8, für die Kreiſe C, C, &; und aus dieſem Grunde liegen 
die Pole 7, II, 72 der Graden RHI Ez für dieſe ſelben 
Kreiſe in den Graden JA, JA, A2. 

(Für die Betrachtungen hinſichtlich der andern geſuchten Kreispaare 
bedarf es nach den obigen Ausführungen keiner beſondern Anleitung, 
ſo wie auch die Modificationen für eine abweichende Lage der gegebenen 
Kreiſe in die Augen fallen.) 

Conſtruetion der beiden in der Anal. betrachteten Kreiſe 
Jund A. Man conſtruire die äußere Ahnlichkeitsaxe RR,R, der drei 
gegebenen Kreiſe C, Ci, Ca, hierauf die Pole 7, 71, 72 derſelben für 
dieſe Kreiſe, ſodann den Potenzpunkt P der letzteren, ziehe die Graden 
PT, PII, PI, durch welche die Kreiſe C, Ci, &, in Punkten A und 
J, Ai und A, A, und J, geſchnitten werden, und beſchreibe ſchließlich 
die beiden Kreiſe 441 A2, 12. 

Anm. Dieſe Conſtruction hat zu Urhebern die franzöſiſchen 
Mathematiker Bobillier und Gergonne. 
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